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Einleitung
Im Jahre 2001 wurde an der Universita¨t Karlsruhe der Sonderforschungsbereich 588 Hu-
manoide Roboter - Lernende und kooperierende multimodale Roboter ins Leben gerufen.
Ziel des Projektes ist die Entwicklung eines humanoiden Roboters, der seinen Arbeits-
raum mit dem Menschen teilt. Die Modellierung und Simulation der verschiedenen
mechatronischen und biomechanischen Systeme ist einer der Schwerpunkte des Son-
derforschungsbereichs. Die Einsatzgebiete fu¨r die Simulation sind dabei sehr vielfa¨ltig
und erfordern die Entwicklung von problemspezifischen Modellen, welche die wesent-
lichsten Effekte abbilden ko¨nnen. Dies ermo¨glicht den Projektpartnern die effiziente
Entwicklung, Auslegung und Erprobung von Roboterkomponenten, lange bevor die
echte Hardware vorhanden ist.
Die vorliegende Arbeit ist im Rahmen des Teilprojektes M4 innerhalb des Sonder-
forschungsbereichs entstanden. Um die Grundidee erfolgreich zu verwirklichen, Ser-
viceroboter mit humanoider Gestalt und Kinematik zu entwickeln, mu¨ssen die als
Vorbild dienenden Basisbewegungen des Menschen untersucht und verstanden wer-
den. Dazu sollen die im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Methoden, Modelle und
Werkzeuge einen Beitrag leisten. Eine wesentliche Aufgabe bestand demnach in der
Entwicklung von Simulationsmodellen fu¨r realita¨tsnahe Simulationen der Kinematik
und Dynamik von Mensch und Roboter. Um dabei die Effizienz der Simulationsmodel-
le zu gewa¨hrleisten, wurden geeignete Methoden und Verfahren der rechnergestu¨tzten
Mechanik analysiert, ausgewa¨hlt und implementiert. In diesem Zusammenhang ist im
Rahmen dieses Teilprojektes eine Simulationsumgebung in Form einer Matlab-Toolbox
entstanden, die zur Modellierung und Simulation mechatronischer und biomechanischer
Starrko¨rpersysteme dient. Sie beinhaltet auch projektu¨bergreifende Menschmodelle des
Sonderforschungsbereichs sowie weitere Mensch- und Robotermodelle in verschiedenen
Detailstufen.
Motivation und Thema der Arbeit
Die vorliegende Arbeit ist durch Problemstellungen motiviert, die im Rahmen der
Arbeiten am Sonderforschungsbereich 588 entstanden sind. Sie gliedert sich in zwei
große Themenbereiche. Den ersten Schwerpunkt bilden computergestu¨tzte Modellie-
rungsmethoden fu¨r Starrko¨rpersysteme. Hierbei werden die theoretischen Grundlagen
eingefu¨hrt, die als Basis fu¨r die vorliegende Arbeit dienen. Der zweite Themenkom-
plex widmet sich der Modellierung der Kinematik und Dynamik des Menschen und der
U¨bertragung von experimentell ermittelten Bewegungen des Menschen auf technisch
realisierbare Starrko¨rpersysteme. In diesem Zusammenhang ist die Entwicklung von
Simulationsmodellen des Menschen ein wesentliches Ziel der Arbeit.
2 Motivation und Thema der Arbeit
Im Hinblick auf die detaillierte Nachbildung des menschlichen Bewegungsapparates
ist eine gesonderte Behandlung seiner Kinematik notwendig. Die a¨ußerst komplizier-
ten Gelenke des Menschen ko¨nnen nur teilweise durch ideale Standardgelenke model-
liert werden. Aus diesem Grund liegt dabei das Hauptaugenmerk auf einer geeigneten
Formulierung der Gelenkkinematik im Zusammenspiel mit einer rekursiven Methode
zur Generierung der Bewegungsgleichungen. Ein wichtiges Ziel dabei ist, verschiedene
Ansa¨tze aus dem Bereich der Mehrko¨rperdynamik mit einander zu kombinieren und
diese auf eine gemeinsame Grunddarstellung zuru¨ckzufu¨hren. Die vorliegende Arbeit
widmet sich daher zuna¨chst den dazu notwendigen theoretischen Grundlagen, wobei
eine rein numerische Implementierung stets im Vordergrund steht.
Im Hinblick auf die Analyse von Basisbewegungen des Menschen und deren U¨ber-
tragung auf technische Robotersysteme werden im Rahmen dieser Arbeit zwei unter-
schiedliche Ansa¨tze verfolgt. Sie haben jedoch beide das gemeinsame Ziel, na¨mlich die
U¨bertragung von experimentell ermittelten Bewegungen des Menschen auf Starrko¨rper-
systeme. Ausgangspunkt bilden stets die im Rahmen des Sonderforschungsbereichs
durchgefu¨hrten Messungen (Teilprojekt M3) mit Hilfe des optischen Motion-Capture-
Systems Vicon. Dabei werden die absoluten Trajektorien anatomischer Punkte des
Menschen (sog. Markerpunkte) mit Hilfe von Infrarotkameras ermittelt.
Der erste Ansatz im Hinblick auf die Untersuchung der menschlichen Bewegung
verfolgt die Grundidee, die Messdaten mit Hilfe einer optimierungsbasierten inversen
Kinematik auf vordefinierte Starrko¨rpermodelle zu u¨bertragen. Dabei wurde die Me-
thode sowohl auf detaillierte Menschmodelle als auch auf Robotermodelle mit deutlich
weniger Freiheitsgraden erfolgreich angewendet. Dabei steht und fa¨llt die Qualita¨t und
die Aussagekraft der Ergebnisse mit der Gu¨te der zu Grunde gelegten Modelle. Deshalb
wurden im Rahmen dieser Arbeit sowohl detaillierte Modelle des Menschen als auch
Robotermodelle entwickelt und eingesetzt. Im Hinblick auf die Zahl der Ko¨rper und
Freiheitsgrade, anthropometrische Daten, physiologische Gelenknachbildung und Re-
duktion auf ideale Gelenke, usw. waren zuna¨chst wichtige Fragestellungen zu kla¨ren.
Die in diesem Zusammenhang gewonnenen Erkenntnisse dienten als Ausgangspunkt
fu¨r die Entwicklung detaillierter Menschmodelle. Dabei spielen neben den kinemati-
schen Eigenschaften auch die dynamischen Gro¨ßen eine wichtige Rolle. Damit liegt das
Hauptaugenmerk nicht nur auf kinematischen Untersuchungen, sondern auch auf ver-
schiedenen Problemstellungen im Hinblick auf die Dynamik dieser Systeme. Um den
Anforderungen an Genauigkeit und Rechenzeit gerecht zu werden, werden probleman-
gepasste Modelle mit unterschiedlicher Modellierungstiefe entwickelt und bereitgestellt.
Dabei findet die Freiheitsgradreduktion grundsa¨tzlich auf Modellierungsebene statt,
ohne jedoch die wesentlichen Effekte zu beeintra¨chtigen.
Der zweite Ansatz verfolgt den Grundgedanken, aus den experimentell ermittel-
ten Motion-Capture Daten direkt und ohne Modellinformationen zu Grunde zu legen,
die kinematischen Zusammenha¨nge abzuleiten. Dabei werden zuna¨chst einzelne Mar-
kerpunkte zu Starrko¨rpern zusammengefasst und aus deren Relativbewegung die pas-
senden kinematischen Bindungen ermittelt. Das so erzeugte Starrko¨rpersystem stellt
dabei eine gute Na¨herung des realen Systems dar, das der Messung zu Grunde gelegt
wurde. Damit ko¨nnen die wichtigsten Charakteristiken der menschlichen Kinematik
identifiziert und eine zur menschlichen Bewegung optimal passende Kinematik entwor-
fen werden, wobei die humanoide Gestalt und Bewegungsfreiheit stets eine zwingende
Rahmenbedingung darstellt.
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Gliederung der Arbeit
Die vorliegende Arbeit gliedert sich in fu¨nf Kapitel. Kapitel 1 beginnt mit den Grundla-
gen der Starrko¨rperkinematik, gefolgt von einer Einfu¨hrung in die Kinematik von Starr-
ko¨rperketten. Dabei erfolgt die Beschreibung der Kinematik von Starrko¨rpersystemen
sowohl in Absolut- als auch in Minimalkoordinaten.
Ein wesentlicher Teil im Hinblick auf die Generierung von Bewegungsgleichungen fu¨r
Starrko¨rpersysteme stellt Kapitel 2 dar. Es bescha¨ftigt sich zuna¨chst mit der Dynamik
eines Starrko¨rpers, gefolgt von der Modellierung von Kraftelementen. Auf der Grundla-
ge des Prinzips von d’Alembert in der Lagrange’schen Fassung erfolgt die Formulierung
der Bewegungsgleichungen sowohl in Minimalkoordinaten als auch in u¨berza¨hligen Ab-
solutkoordinaten. Dabei wird kurz auf die Besonderheiten und auf die Problematik
beider Formalismen eingegangen. Kapitel 2 schließt mit einer kurzen Diskussion der
inversen Dynamik von allgemeinen Starrko¨rpersystemen.
Die inverse Kinematik und die U¨bertragung von gemessenen Bewegungen auf Starr-
ko¨rpersysteme ist Thema des Kapitels 3. Dabei wird zuna¨chst die inverse Kinematik
von Starrko¨rperketten vor dem Hintergrund einer numerischen Umsetzung diskutiert.
Das in dieser Arbeit angewendete Verfahren zur U¨bertragung einer gemessenen Bewe-
gung auf Starrko¨rpermodelle wird im Anschluss dargestellt. Zwei Anwendungsbeispiele
schließen Kapitel 3 ab.
Die Modellierung der menschlichen Kinematik ist Gegenstand des Kapitels 4 und
soll einen U¨berblick u¨ber die im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Menschmodelle
liefern. Dabei liegt der Schwerpunkt auf der detaillierten Nachbildung der menschlichen
Gelenkkinematik und deren Reduktion auf ideale Gelenke.
Im Hinblick auf Messung und U¨bertragung menschlicher Bewegungen auf Starr-
ko¨rpersysteme la¨sst sich aus Sicht der Kinematik eine a¨ußerst interessante Problem-
stellung formulieren. Ausgehend von den gemessenen Absolutkoordinaten ausgewa¨hlter
Markerpunkte stellt sich die Frage nach der Reproduzierbarkeit des der Messung zu
Grunde liegenden Systems. Mit anderen Worten: gesucht ist eine einfache Kinematik,
die menschliche Bewegungsmuster mo¨glichst gut abbilden kann. Dieser Fragestellung
widmet sich Kapitel 5 und schließt mit einem Anwendungsbeispiel ab.
Der Anhang A liefert einen groben U¨berblick u¨ber die Eigenschaften und Funktions-
umfang des Simulationswerkzeuges MkdTools. Dabei werden die wichtigsten Modellie-
rungselemente erla¨utert, und es wird kurz auf die Bedienung eingegangen. Die in den
Kapiteln 1, 2 und 3 dargestellten Methoden ko¨nnen dabei als eine Zusammenfassung
der theoretischen Grundlagen verstanden werden, die in MkdTools Anwendung finden.
4 Anmerkungen zur Schreibweise
Anmerkungen zur Schreibweise
Matrizen
Matrizen der Dimension n ×m werden mit fetten Großbuchstaben bezeichnet, wobei
die Dimensionsangabe i.Allg. im Text erfolgt. Die skalare Gro¨ßeMij kennzeichnet dabei
den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Die Partitionierung einer Matrix M in
zwei Teilmatrizen A und B wird u¨ber
M =
[
A
B
]
bzw. M =
[
A B
]
.
angedeutet. Die Transposition bzw. die Inversion der Matrix M wird u¨ber MT bzw.
M−1 gekennzeichnet. Ein I symbolisiert die Einheitsmatrix und 0 die Nullmatrix.
Koordinatensysteme
Ein Koordinatensystem (auch Bezugsystem oder Basis genannt) bezeichnet im Folgen-
den grundsa¨tzlich ein kartesisches Koordinatensystem und wird mit Ki bezeichnet, wo-
bei i den Koordinatenindex darstellt. In der vorliegenden Arbeit werden ausschließlich
orthogonale, rechtsha¨ndige Systeme mit den Basisvektoren ~ex, ~ey, ~ez verwendet. Ein Ko-
ordinatensystem Ki ist durch seinen Ursprung Oi und seine Basisvektoren vollsta¨ndig
bestimmt. Zur Unterscheidung wird das Bezugssystem basisbezogener Gro¨ßen als Index
rechts oben angegeben.
Vektoren
Physikalische Gro¨ßen mit vektoriellem Charakter werden in dieser Arbeit grundsa¨tzlich
in der Koordinatenschreibweise dargestellt. Diese Schreibweise ist vor allem im Hinblick
auf die numerische Auswertung von vektoriellen Beziehungen unerla¨sslich.
Jeder Vektor ~r la¨sst sich in Komponenten in Richtung der Basisvektoren ~ex, ~ey
und ~ez eines orthogonalen, rechtsha¨ndigen Koordinatensystems Ki zerlegen. Fu¨r die
Koordinaten des Vektors ~r gilt beispielsweise
rix = ~r · ~ex, riy = ~r · ~ey, riy = ~r · ~ey.
Die Koordinaten des Vektors ~r werden zu dem Koordinatenvektor
ri =
 rixriy
riz

zusammengefasst, der fett geschrieben wird. Der Koordinatenindex wird rechts oben
angegeben und entfa¨llt, wenn es sich um das Inertialsystem K0 handelt. Besteht kein
Zweifel u¨ber das zu Grunde liegende Koordinatensystem, so wird auf die Angabe des
Koordinatenindex ebenfalls verzichtet.
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Ortsvektoren
Ortsvektoren sind im Folgenden immer bezu¨glich des Ursprungs zu verstehen. Somit
stellt ein Ortsvektor im Gegensatz zu einem freien bzw. einem linienflu¨chtigen Vektor
stets die Lage eines Punktes im dreidimensionalen Raum bezu¨glich des Referenzsystems
dar und kann damit als Spaltenmatrix formuliert werden.
Skalar- und Vektorprodukt
Fu¨r das Skalarprodukt c = ~a ·~b zweier Vektoren ~a und ~b mit den Koordinatenvektoren
a bzw. b bezu¨glich einer Basis K gilt
c = aTb = bTa.
Einem Koordinatenvektor a =
[
ax ay az
]T
la¨sst sich eindeutig eine schiefsymme-
trische Matrix a˜ zuordnen, wobei per Definition der Zusammenhang
a˜ =
 0 −az ayaz 0 −ax
−ay ax 0

besteht. Damit gelingt die Darstellung des Kreuzprodukts ~c = ~a ×~b zweier Vektoren
in Koordinatendarstellung u¨ber die Beziehung
c = a˜b = −b˜a.
Zeitliche Ableitung von Vektorkoordinaten
Sind die zeitlich vera¨nderlichen Koordinaten eines Vektors
ri =
[
rx(t) ry(t) rz(t)
]T
bezu¨glich einem Bezugsystem Ki gegeben, so stellt
r˙i =
[
drx(t)
dt
dry(t)
dt
drz(t)
dt
]T
=
[
r˙x(t) r˙y(t) r˙z(t)
]T
die zeitliche Ableitung der Vektorkoordinaten bezu¨glich Ki dar.
Die Spezifikation der Basis, in der differenziert wird, ist bei Verwendung der Koor-
dinatenschreibweise u¨berflu¨ssig. Ferner beha¨lt der Punktoperator seinen Charakter als
zeitliche Ableitung.
Differentiation in Matrixschreibweise
Bezeichnet q die Spaltenmatrix von n skalaren Gro¨ßen in der Form
q =
 q1...
qn
 ,
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so wird die partielle Ableitung einer skalaren Funktion f (q) nach q als Zeilenmatrix
∂f (q)
∂q
=
[
∂f (q)
∂q1
· · · ∂f (q)
∂qn
]
definiert. Entsprechend ergibt die partielle Ableitung einer Vektorfunktion
f (q) =
 f1 (q)...
fm (q)

die m× n-Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix)
∂f (q)
∂q
= fq =

∂f1 (q)
∂q1
· · · ∂f1 (q)
∂qn
...
. . .
...
∂fm (q)
∂q1
· · · ∂fm (q)
∂qn
 .
Kapitel 1
Kinematik
Ziel des Kapitels ist eine Einfu¨hrung in die Kinematik von Starrko¨rpersystemen. Es
soll zuna¨chst die no¨tigen Grundlagen vermitteln und darf als Zusammenfassung der
angewandten Methoden in dieser Arbeit verstanden werden. Eine Einfu¨hrung in diesen
Themenkomplex ist z.B. in [63] und [79] zu finden.
1.1 Allgemeine Bewegung
Abbildung 1.1: Allgemeine Bewegung im dreidimensionalen Raum
Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem K, das im Folgenden eine Basis
fu¨r alle darin darzustellenden Vektoren bildet. Die Basisvektoren von K erfahren keine
zeitliche A¨nderung und bilden demzufolge ein inertiales Koordinatensystem. Die Lage
eines Punktes P in Bezug auf das Koordinatensystem K wird durch den Ortsvektor
r¯ beschrieben (siehe Abbildung 1.1). Die allgemeine Bewegung im dreidimensionalen
Raum setzt sich in Bezug auf das Koordinatensystem K aus einer Translation (Schie-
bung entlang des Vektors d) und einer Rotation (Vektordrehung um die Achse u um
den Winkel ϕ) zusammen [63, 79]. Dieser Sachverhalt la¨sst sich durch die matrizielle
Beziehung
R = Ar¯+ d (1.1)
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erfassen. Dabei bezeichnet R den Koordinatenvektor bezu¨glich K infolge der Trans-
lation und Rotation, A den sog. Drehtensor und d den Schiebevektor. Fu¨r eine reine
Drehung (d = 0) gilt fu¨r den Koordinatenvektor r des gedrehten Punktes P
r = Ar¯. (1.2)
Die lineare Abbildung (1.2) stellt den Zusammenhang zwischen den Koordinaten des
gedrehten Vektors r und den Koordinaten des urspru¨nglichen Vektors r¯ bezu¨glich des
gemeinsamen Koordinatensystems K dar und wird auch als Vektordrehung bezeichnet.
Abbildung 1.1 soll diesen Sachverhalt verdeutlichen.
Eigenschaften des Drehtensors
Abbildung 1.2: Starrko¨rperdrehung
Den folgenden Betrachtungen sei ebenfalls ein inertiales, kartesisches Koordinatensy-
stem K zu Grunde gelegt. Gegeben seien die Koordinaten r¯1 bzw. r¯2 zweier ko¨rperfester
Punkte P1 bzw. P2 eines Starrko¨rpers in K. Eine Starrko¨rperdrehung gema¨ß Gleichung
(1.2) in der Form
r1 = Ar¯1 und r2 = Ar¯2 (1.3)
muss die Starrko¨rperbedingung wahren, d.h. der Abstand beider Punkte bleibt un-
vera¨ndert. Diese Forderung la¨sst sich u¨ber die Beziehung
(r2 − r1)T (r2 − r1) = (r¯2 − r¯1)T ATA (r¯2 − r¯1) !=(r¯2 − r¯1)T (r¯2 − r¯1) (1.4)
ausdru¨cken. Die Gleichung (1.4) ist nur dann erfu¨llt, wenn
ATA = I (1.5)
gilt. Eine Matrix die der Bedingung (1.5) genu¨gt, heißt orthogonal. Daraus folgen die
wichtigen Eigenschaften des Drehtensors [20, 79, 135]
A−1 = AT (1.6)
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und
det (I) = det
(
ATA
)
= det (A)2 = 1, (1.7)
was det (A) = ±1 zur Folge hat. Orthogonale Matrizen mit det (A) = −1 beschreiben
Spiegelungen und werden im Folgenden nicht betrachtet. Gilt det (A) = 1, so beschreibt
eine Beziehung in der Form r = Ar¯ eine reine Drehung.
Satz von Cayley
Abbildung 1.3: Zum Satz von Cayley
Geht man von einer Starrko¨rperdrehung in der Form (1.2) aus, so folgt aus der
Bedingung rT r = r¯T r¯ die Orthogonalita¨t der Vektoren r+ r¯ und r− r¯, d.h. es gilt
(r− r¯)T (r+ r¯) = 0. (1.8)
Mit den Umformungen r+ r¯ = (A+ I) r¯ und r− r¯ = (A− I) r¯ ergibt sich aus Glei-
chung (1.8) der Zusammenhang
r− r¯ = (A− I) (A+ I)−1 (r+ r¯). (1.9)
Die Matrix
S = (A− I) (A+ I)−1 (1.10)
hat nun die Eigenschaft, dass fu¨r einen beliebigen Vektor x die lineare Abbildung Sx
zu dem Vektor selbst senkrecht steht. Der Satz von Cayley folgt aus Gleichung (1.10):
jede eigentlich orthogonale Matrix A mit det (A) = 1 la¨sst sich in der Form
A = (I− S)−1 (I+ S) (1.11)
10 KAPITEL 1. KINEMATIK
darstellen. Die schiefsymmetrische Matrix S = −ST
S =
 0 −s3 s2s3 0 −s1
−s2 s1 0
 (1.12)
hat nur drei unabha¨ngige Elemente, die zu einer Spaltenmatrix s = [ s1 s2 s3 ]
T zu-
sammengefasst werden. Die schiefsymmetrische Matrix S eines Vektors s wird u¨blicher-
weise mit s˜ gekennzeichnet und vermittelt das Kreuzprodukt. Fu¨r einen beliebigen
Vektor x besteht somit die nu¨tzliche Beziehung Sx = s˜x = s× x.
Mit r = r∗+uT ru, r¯ = r¯∗+uT r¯u, uT r = uT r¯ und s˜u = 0 folgt aus r− r¯ = s˜ (r+ r¯)
zuna¨chst die Gleichung
r∗ − r¯∗ = s˜ (r∗ + r¯∗) ⇔ |r∗ − r¯∗| = |s| |r∗ + r¯∗| . (1.13)
Aus geometrischen U¨berlegungen la¨sst sich eine Beziehung fu¨r den Winkel ϕ (siehe
Abbildung 1.3)
tan
(ϕ
2
)
=
|r∗ − r¯∗|
|r∗ + r¯∗| =
|r− r¯|
|r+ r¯− uT (r+ r¯)u| (1.14)
angeben. Ein Vergleich mit (1.13) liefert den Betrag von s
|s| = tan
(ϕ
2
)
. (1.15)
Eine Drehung in der Form (1.2) kann folglich als eine Rotation um eine Achse u um
einen Drehwinkel ϕ interpretiert werden. Fu¨r den Drehwinkel gilt die Beziehung (1.14)
oder cos (ϕ) = 1
2
(SpA− 1), wa¨hrend die Drehachse durch den sog. Rodrigues-Vektor
s = tan
(ϕ
2
)
u (1.16)
bestimmt wird. Abbildung 1.3 dient der Veranschaulichung dieses Sachverhalts [79].
1.1.1 Parametrisierung des Drehtensors
Die Orthogonalita¨tsbedingung ATA = I des Drehtensors A impliziert sechs Bin-
dungsgleichungen fu¨r deren neun Elemente. Dies hat zur Folge, dass nur drei von
neun Elementen unabha¨ngig sind. Eine minimale Parametrisierung wird demzufol-
ge erreicht, wenn zur Beschreibung des Drehtensors mindestens drei Parameter zur
Verfu¨gung stehen. Aus den zahlreichen Mo¨glichkeiten die Parametrisierung des Dreh-
tensors durchzufu¨hren, sollen hier nur die fu¨r diese Arbeit relevanten herausgegriffen
werden [63, 79, 109, 135].
Parametrisierung mit drei Parametern: Rodrigues-Parameter
Eine minimale Parametrisierung wird z.B. durch die Rodrigues-Parameter erreicht. Mit
dem Zusammenhang
s˜s˜ = ssT − sT sI (1.17)
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folgt aus Gleichung (1.11) die Darstellung des Drehtensors in Abha¨ngigkeit der drei
Rodrigues-Parameter in der Form
A = I+
2 (˜s+ s˜s˜)
1 + sT s
, (1.18)
wobei I die 3× 3 - Einheitsmatrix darstellt. Aus Gleichung (1.14) ist ersichtlich, dass
fu¨r ϕ = (2k + 1)pi, k = 0, 1, 2, ... der Rodrigues-Vektor nicht definiert ist.
Parametrisierung mit vier Parametern: Drehzeiger
Der DrehtensorA la¨sst sich anschaulich mit Hilfe des sog. Drehzeigers β = β (u, ϕ) dar-
stellen. Betrachtet man eine Fixpunktdrehung im Sinne von (1.2), so stellt u, (uTu = 1)
die Drehachse und ϕ den Drehwinkel dar. Mit s = tan
(
ϕ
2
)
u folgt aus Gleichung (1.18)
die Darstellung
A = I+ sinϕu˜+ (1− cosϕ) u˜u˜ = cosϕI+ sinϕu˜+ (1− cosϕ)uuT . (1.19)
Parametrisierung durch 3 aufeinanderfolgende Drehungen
Eine Fixpunktdrehung der Form (1.2) la¨sst sich auch mit Hilfe von drei aufeinanderfol-
genden Elementardrehungen um verschiedene Achsen darstellen. Aufgrund der Nicht-
kommutativita¨t endlicher Drehungen sind nicht nur die Achsen anzugeben, sondern
auch die Drehreihenfolge.
Kardan-Winkel
Mit Hilfe der Kardan-Winkel la¨sst sich der Drehtensor A durch drei aufeinanderfolgen-
de Elementardrehungen um drei Achsen beschreiben, wobei die Reihenfolge zu beachten
ist. Charakteristisches Merkmal der Kardanwinkel ist die x-y-z-Drehreihenfolge. Fu¨r
die Elemetardrehung um die x-Achse folgt mit u = ux = [1, 0, 0]
T und ϕ = α durch
Auswertung der Gleichung (1.19):
Ax =
 1 0 00 cosα − sinα
0 sinα cosα
. (1.20)
Analoges gilt fu¨r die Drehung um die y- und z-Achse um die Winkel β und γ. Fu¨r
u = uy = [0, 1, 0]
T und u = uz = [0, 0, 1]
T ergeben sich aus Gleichung (1.19)
Ay =
 cos β 0 sin β0 1 0
− sin β 0 cos β
 und Az =
 cos γ − sin γ 0sin γ cos γ 0
0 0 1
. (1.21)
Die Gesamtdrehung setzt sich aus
A = Ax (ux, α)Ay (uy, β)Az (uz, γ)
=

cβcγ −cβsγ sβ
sαsβcγ + cαsγ −sαsβsγ + cαcγ −sαcβ
−cαsβcγ + sαsγ cαsβsγ + sαcγ cαcβ
 (1.22)
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zusammen, wobei die Koordinaten der Drehachsen u1, u2 und u3 bezu¨glich den gedreh-
ten Zwischensystemen zu verstehen sind. Dabei gelten die Abku¨rzungen sϕ = sinϕ und
cϕ = cosϕ fu¨r ϕ = α, β, γ. Die Drehreihenfolge y-z-x und z-x-y ist ebenfalls zula¨ssig,
ergibt aber ein anderes Ergebnis.
Euler-Winkel
Fu¨r die Euler-Winkel gilt Analoges, jedoch sind die Euler-Winkel dadurch gekenn-
zeichnet, dass die erste und die dritte Einzeldrehung um dieselbe Achse erfolgt. Fu¨r
eine z-x-z-Drehreihenfolge gilt mit den Abku¨rzungen sϕ = sinϕ und cϕ = cosϕ fu¨r
ϕ = α, β, γ die Transformationsmatrix
A = Az (uz, α)Ax (ux, β)Az (uz, γ)
=

cαcγ − sαcβsγ −cαsγ − sαcβcγ sαsβ
sαcγ + cαcβsγ −sαsγ + cαcβcγ −cαsβ
sβsγ sβcγ cβ
 . (1.23)
Statt der Drehachsenfolge z,x,z sind auch die Folgen x-y-x und y-z-y mo¨glich. Da end-
liche Drehungen nichtkommutativ sind, fu¨hren dieselben Teildrehungen in unterschied-
licher Reihenfolge von einer gegebenen Ausgangslage zu unterschiedlichen Endlagen.
1.1.2 Schraubungen im dreidimensionalen Raum
Rodrigues-Formel fu¨r Drehungen
Abbildung 1.4: Drehung
Aus der Gleichung
r− r¯ = S (r+ r¯) (1.24)
la¨sst sich die Rodrigues-Formel fu¨r Drehungen herleiten. Betrachtet wird wieder eine
Fixpunktdrehung in der Form r = Ar¯. Gegeben sei weiterhin ein Punkt C mit dem
Koordinatenvektor c auf der Drehachse u. Aus Abbildung 1.4 ist ersichtlich, dass
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r = R− c und r¯ = R¯− c gilt. Mit (1.24) folgt die Rodrigues-Formel fu¨r Drehungen
[63, 79]
R− R¯ = S (R+ R¯− 2c). (1.25)
Rodrigues-Formel fu¨r Schraubungen
Abbildung 1.5: Schraubung
Eine Schraubung ist definiert als eine Rotation um eine normierte Drehachse u um
den Winkel ϕ und einer Schiebung in Richtung der Drehachse um die Strecke d, wie
in Abbildung 1.5 dargestellt. Fu¨r den Schiebevektor gilt somit d = du. Die Rodrigues-
Formel fu¨r eine allgemeine Schraubung erha¨lt man wieder aus Gleichung (1.24). Mit
r = R− c− d und r¯ = R¯− c folgt die Rodrigues-Formel fu¨r Schraubungen [63, 79]
R− R¯ = S (R+ R¯− 2c)+ d. (1.26)
Zu beachten ist, dass sich sowohl in Gleichung (1.25) als auch in (1.26) die schiefsym-
metrische Matrix S aus dem Drehwinkel ϕ und der Drehachse u u¨ber die Beziehung
(1.16) berechnen la¨sst.
1.1.3 Koordinatentransformation
Eine Vektordrehung der Form (1.2) kann auch als Koordinatentransformation aufge-
fasst werden [63, 137]. Gegeben seien zwei kartesische Bezugssysteme Ki und Kj mit
den Basisvektoren ~ei,x, ~ei,y, ~ei,z bzw. ~ej,x, ~ej,y, ~ej,z. Zwischen den Koordinaten r
i bzw.
rj des Vektors r in den unterschiedlichen Koordinatensystemen Ki bzw. Kj gilt der
Zusammenhang
ri = Aijr
j, (1.27)
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wobei die Transformationsmatrix als
Aij =
 ~ei,x · ~ej,x ~ei,x · ~ej,y ~ei,x · ~ej,z~ei,y · ~ej,x ~ei,y · ~ej,y ~ei,y · ~ej,z
~ei,z · ~ej,x ~ei,z · ~ej,y ~ei,z · ~ej,z
 (1.28)
definiert ist. In den Spalten von Aij stehen die Koordinaten der Basisvektoren ~ej,x,
~ej,y, ~ej,z des Koordinatensystems Kj, dargestellt im System Ki. In den Zeilen von Aij
stehen die Koordinaten der Einheitsvektoren ~ei,x, ~ei,y, ~ei,z des Koordinatensystems Ki,
dargestellt im System Kj.
Abbildung 1.6: Koordinatentransformation
Entha¨lt riiP die Koordinaten des Ortsvektors zu einem Punkt P bezu¨glich Ki, rjjP die
Koordinaten des Ortsvektors zu dem Punkt P bezu¨glich Kj und riij die Koordinaten
des Vektors vom Ursprung des Systems Ki zum Ursprung des Koordinatensystems Kj,
so la¨sst sich ein Wechsel des Bezugssystems von Kj nach Ki mit Hilfe von
riiP = r
i
ij +Aijr
j
jP = r
i
ij + r
i
jP (1.29)
vollziehen. Bei der Transformation von Ortsvektoren ist die relative Lage der Bezugs-
systeme also stets zu beru¨cksichtigen (siehe Abbildung 1.6).
Zwei Betrachtungsweisen einer Drehbewegung
Gegeben sei ein Koordinatensystem Ki, das als Bezugsystem fu¨r eine Vektordrehung
im Sinne von (1.2) dient. Damit lautet die lineare Abbildung (1.2)
ri = Ar¯i. (1.30)
Eine Vektordrehung in der Form (1.2) wird als Abbildung des Vektors r¯ in den ge-
drehten Vektor r verstanden. Diese lineare Abbildung ri = Ar¯i erfolgt mit Hilfe des
Drehtensors A und stellt einen Zusammenhang zwischen den Koordinaten der unter-
schiedlichen Vektoren r¯ und r dargestellt im gemeinsamen Bezugsystem Ki dar.
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Im Gegensatz dazu stellt die Transformationsmatrix aus Gleichung (1.27) einen Zu-
sammenhang zwischen den Koordinaten ri und rj des selben Vektors r her, dargestellt
in den unterschiedlichen Bezugssystemen Ki und Kj. Beachtet man die Tatsache, dass
bei einer Vektordrehung die Koordinaten des Vektors und das Koordinatensystem die
gleiche Drehung erfahren, so gilt r¯i = rj, d.h. die Koordinaten des Vektors r¯ im Aus-
gangssystem Ki und die des Vektors r im gedrehten System Kj sind identisch. Vergleicht
man nun die Darstellung (1.30) mit (1.27), so stellt man fest, dass die Koordinaten des
Drehtensors A mit denen der Transformationsmatrix Aij u¨bereinstimmen. Aus diesem
Grund soll im Folgenden eine lineare Abbildung in der Form (1.27) bzw. (1.30) stets
als Koordinatentransformation verstanden werden.
Abbildung 1.7: Zwei Betrachtungsweisen einer Drehung
Abbildung 1.7 soll diesen Sachverhalt verdeutlichen [63, 137]. Links ist eine Vektor-
drehung im Sinne von (1.2) dargestellt. Die rechte Abbildung ist als eine Koordinaten-
transformation nach Gleichung (1.27) zu verstehen.
1.1.4 Die Winkelgeschwindigkeit
Ausgehend von Gleichung (1.27) la¨sst sich die relative Winkelgeschwindigkeit des Koor-
dinatensystems Kj bezu¨glich Ki aus der zeitlich vera¨nderlichen Transformationsmatrix
Aij ermitteln [119, 120]. Die Zeitableitung von (1.27) liefert die Beziehung
r˙i = A˙ijr
j +Aij r˙
j. (1.31)
Bezeichnet rj in Kj einen konstanten Koordinatenvektor, so folgt mit r˙j = 0 und
ATijr
i = rj der Zusammenhang
r˙i = A˙ijA
T
ijr
i. (1.32)
Die schiefsymmetrische Matrix A˙ijA
T
ij bezeichnet man als Winkelgeschwindigkeitsma-
trix, und definiert u¨ber die kinematische Differentialgleichung
A˙ijA
T
ij = ω˜
i
ij =
 0 −ωij,z ωij,yωij,z 0 −ωij,x
−ωij,y ωij,x 0
 (1.33)
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auch gleichzeitig den Winkelgeschwindigkeitsvektor
ωiij =
 ωij,xωij,y
ωij,z
 (1.34)
des Koordinatensystems Kj bezu¨glich Ki. Damit gilt fu¨r r˙i die Beziehung
r˙i = ω˜iijr
i = ωiij × ri. (1.35)
Aus Gleichung (1.33) folgt die nu¨tzliche Beziehung
A˙ij = ω˜ijAij. (1.36)
1.1.5 Parametrisierung der Winkelgeschwindigkeit
Kardanwinkel
Aus Gleichung (1.33) ist ersichtlich, dass die Koordinaten des Winkelgeschwindigkeits-
vektors ωij von der Parametrisierung der Transformationsmatrix Aij abha¨ngt. Wa¨hlt
man fu¨r die Parametrisierung der Transformationsmatrix die drei Kardanwinkel
θij =
[
α β γ
]T
, (1.37)
so folgt durch Auswertung von (1.22) die Transformationsmatrix Aij. Mit Hilfe der
Berechnungsvorschrift (1.33) erha¨lt man schließlich die Koordinaten der relativen Win-
kelgeschwindigkeit
ωiij =
 1 0 sin β0 cosα − sinα cos β
0 sinα cosα cos β

︸ ︷︷ ︸
Gij
 α˙β˙
γ˙

︸ ︷︷ ︸
θ˙ij
= Gijθ˙ij. (1.38)
des Koordinatensystems Kj bezu¨glich Ki, dargestellt im System Ki. Die kinematische
Differentialgleichung (1.38) liefert den Zusammenhang zwischen der Winkelgeschwin-
digkeit des Systems Kj relativ zum Ausgangssystem Ki und den zeitlichen Ableitungen
der Kardanwinkel. Die Spalten der Matrix Gij =
[
ui1 u
i
2 u
i
3
]
stellen die Koordi-
naten der Drehachsen in Ki dar. Somit la¨sst sich die relative Winkelgeschwindigkeit
des Systems Kj gegenu¨ber dem System Ki als Summe der Teilwinkelgeschwindigkeiten
ωiij = u
i
1α˙ + u
i
2β˙ + u
i
3γ˙ darstellen. Die zeitliche A¨nderung der Kardanwinkel θ˙ij la¨sst
sich bei gegebener Winkelgeschwindigkeit u¨ber
θ˙ij = G
−1
ij ω
i
ij =
1
cos β
 cos β sinα sin β − cosα sin β0 cosα cos β sinα cos β
0 − sinα cosα
ωiij (1.39)
ermitteln. Dabei ist ersichtlich, dass fu¨r β = npi+ pi/2 (n = 0, 1, 2, . . .) die Matrix G−1ij
singula¨r wird.
Die Koordinaten der relativen Winkelgeschwindigkeit ωij in dem System Kj ko¨nnen
mit Hilfe der Koordinatentransformation
ωjij = A
T
ijω
i
ij (1.40)
ermittelt werden.
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Euler-Winkel
Die Parametrisierung der Transformationsmatrix u¨ber die drei Euler-Winkel
θij =
[
α β γ
]T
(1.41)
fu¨hrt analog zu (1.38) auf die kinematische Differentialgleichung
ωiij =
 0 cosα sinα sin β0 sinα − cosα sin β
1 0 cos β

︸ ︷︷ ︸
Gij
 α˙β˙
γ˙

︸ ︷︷ ︸
θ˙ij
= Gijθ˙ij. (1.42)
Die Auflo¨sung von (1.42) nach θ˙ij liefert
θ˙ij = G
−1
ij ω
i
ij =
1
sin β
 − sinα cos β cosα cos β sin βcosα sin β sinα sin β 0
sinα − cosα 0
ωiij. (1.43)
Auch hier wird die Matrix G−1ij fu¨r β = npi (n = 0, 1, 2, . . .) singula¨r.
Rodrigues-Parameter
Wa¨hlt man die Rodrigues-Parameterdarstellung (1.18), so ergibt sich mit s = tan ϕ
2
uiij
die kinematische Differentialgleichung
ωiij =
2 (s˙+ s˜s˙)
1 + sT s
=
2
1 + sT s
[(I+ s˜)]︸ ︷︷ ︸
Gij
s˙ (1.44)
oder
ωiij = ϕ˙u
i
ij + sinϕu˙
i
ij + (1− cosϕ) u˜iiju˙iij. (1.45)
1.2 Kinematik des Starrko¨rpers
Fu¨r die Beschreibung der Bewegung eines starren Ko¨rpers i relativ zum raumfesten
System K0 wird ein ko¨rperfestes Koordinatensystem Ki definiert, dessen Ursprung
nicht mit dem Massenmittelpunkt zusammenfa¨llt.
Gegeben sei der Ortsvektor rP eines beliebigen ko¨rperfesten Punktes P relativ zu
dem ko¨rperfesten Koordinatensystem Ki. Fu¨r die absolute Lage RP des Punktes P
bezu¨glich des Inertialsystems K0 gilt
RP = Ri +Air
i
P . (1.46)
Dabei bezeichnet Ai die Transformationsmatrix von Ki nach K0 und Ri den Ortsvek-
tor zum Ursprung des ko¨rperfesten Koordinatensystems Ki. Durch zeitliche Ableitung
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Abbildung 1.8: Punktkinematik
folgt aus Gleichung (1.46) mit rP = Air
i
P , A˙i = ω˜iAi und r˙
i
P = 0 die Absolutgeschwin-
digkeit des ko¨rperfesten Punktes P
R˙P = R˙i + A˙ir
i
P = R˙i + ω˜irP , (1.47)
wobei ωi die Winkelgeschwindigkeit des Koordinatensystems Ki bezu¨glich des Inerti-
alsystems K0 bezeichnet. Die zeitliche Ableitung der Absolutgeschwindigkeit R˙P fu¨hrt
mit r˙P = ω˜irP auf die Absolutbeschleunigung
R¨P = R¨i + ˙˜ωirP + ω˜iω˜irP = R¨i − r˜P ω˙i + ω˜iω˜irP (1.48)
des Punktes P bezu¨glich des Inertialsystems. Zweckma¨ßig ist die Darstellung von (1.47)
und (1.48) in der Form
R˙P =
[
I −r˜P
] [ R˙i
ωi
]
, (1.49)
R¨P =
[
I −r˜P
] [ R¨i
ω˙i
]
+ [ω˜iω˜irP ] . (1.50)
Zur vollsta¨ndigen Beschreibung von Lage und Orientierung des Ko¨rpers i relativ zu
K0 sind drei translatorische und drei rotatorische Gro¨ßen notwendig. Aus Abschnitt
(1.1.5) wird deutlich, dass die Winkelgeschwindigkeit i.Allg. nicht aus der zeitlichen
Ableitung irgendwelcher Koordinaten gebildet werden kann, sondern sie ist u¨ber einen
kinematischen Zusammenhang der Form
ωi = Giθ˙i bzw. ω˙i = Giθ¨i + G˙iθ˙i. (1.51)
definiert.
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Wa¨hlt man fu¨r die translatorischen Freiheitsgrade des Starrko¨rpers die drei ab-
soluten Koordinaten Ri des ko¨rperfesten Koordinatenursprungs Ki und fu¨r die Be-
schreibung der Orientierung drei unabha¨ngige Parameter θi (z.B. Euler- oder Kardan-
Winkel), so liefert das Einsetzen von (1.51) in (1.49) und (1.50) die absolute Geschwin-
digkeit
R˙P =
[
I −r˜PGi
] [ R˙i
θ˙i
]
(1.52)
und die absolute Beschleunigung
R¨P =
[
I −r˜PGi
] [ R¨i
θ¨i
]
+
[
ω˜iω˜irP − r˜P G˙iθ˙i
]
(1.53)
des ko¨rperfesten Punktes P . Dabei bezeichnet I die 3×3 - Einheitsmatrix. Somit ist die
absolute Geschwindigkeit und Beschleunigung des ko¨rperfesten Punktes P vollsta¨ndig
bestimmt. Die sechs Freiheitsgrade Ri und θi des Starrko¨rpers i werden im Folgenden
zu dem Spaltenvektor
q¯i =
[
Ri
θi
]
(1.54)
zusammengefasst.
Virtuelle Verschiebung
Die virtuelle Verschiebung des Punktes P ergibt sich formal aus Gleichung (1.47).
Daraus folgt die Beziehung
δRP = δRi + δAir
i
P = δRi + δAiA
T
i rP = δRi − r˜P δpii. (1.55)
Dabei definiert die schiefsymmetrische Matrix [53]
δAiA
T
i = δp˜ii (1.56)
die sog. virtuelle Verdrehung δpii. Im Hinblick auf (1.51) verknu¨pft der lineare Zusam-
menhang
δpii = Giδθi (1.57)
die virtuelle A¨nderung der rotatorischen Freiheitsgrade δθi mit der virtuellen Verdre-
hung δpii, die analog zur Winkelgeschwindigkeit Vektorcharakter hat. Die zu (1.55)
entsprechende Matrixform lautet
δRP =
[
I −r˜PGi
] [ δRi
δθi
]
=
[
I −r˜P
] [ δRi
δpii
]
. (1.58)
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1.3 Kinematik von Starrko¨rperketten
1.3.1 Kinematik in Gelenkkoordinaten
Relativkinematik
Im Folgenden werden zwei Ko¨rper i und j einer Starrko¨rperkette betrachtet. Gegeben
seien zwei ko¨rperfeste Koordinatensysteme Ki und Kj gema¨ß Abbildung 1.9. Die ab-
soluten Lagen der Systeme Ki bzw. Kj bezu¨glich des Inertialsystems K0 werden durch
die Koordinatenvektoren Ri bzw. Rj beschrieben. Die relative Lage des Koordinaten-
systems Kj bezu¨glich Ki wird durch den i.Allg. zeitlich vera¨nderlichen Relativvektor rij
erfasst. Analoges gilt fu¨r die absolute bzw. relative Orientierung, die durch die Trans-
formationsmatrizen Ai, Aj bzw. Aij beschrieben wird. Weiterhin seien die Ko¨rper i
und j u¨ber ein Gelenk Gij verbunden. Ein Gelenk definiert im Folgenden einen kine-
matischen Zusammenhang zwischen den Koordinatensystemen Ki und Kj, beschrieben
durch die relativen Gro¨ßen rij und Aij.
Abbildung 1.9: Relativkinematik
Unter der Annahme, dass Ko¨rper i der innere Nachbarko¨rper und j der nach außen
folgende Ko¨rper einer offenen Starrko¨rperkette sind, gilt die Rekursionsvorschrift fu¨r
Lage und Orientierung
Rj = Ri +Air
i
ij, (1.59)
Aj = AiAij. (1.60)
Zu beachten ist, dass sowohl rij als auch Aij von den Gelenkkoordinaten des Gelenks
Gij abha¨ngen, die im Folgenden mit qij bezeichnet werden. Die angedeuteten Gelenke
seien regula¨r nummeriert, d.h. entlang einer offenen Starrko¨rperkette ausgehend von
dem Basisko¨rper monoton steigend, wobei die Anzahl der Freiheitsgrade f des Gelenks
zwischen 0 und 6 sein kann.
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Die Rekursion fu¨r Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit ergibt sich durch die
zeitliche Ableitung der Gleichungen (1.59) und (1.60). Damit ergibt sich die Rekursi-
onsvorschrift fu¨r Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit
R˙j = R˙i + ω˜irij +Air˙
i
ij, (1.61)
ωj = ωi +Aiω
i
ij = ωi + ωij. (1.62)
Auch hier ist die relative Geschwindigkeit r˙ij und Winkelgeschwindigkeit ωij von den
kinematischen Eigenschaften des Gelenks Gij abha¨ngig. Aus Gleichung (1.61) und (1.62)
folgt die Darstellung in Matrixform[
R˙j
ωj
]
=
[
I −r˜ij
0 I
] [
R˙i
ωi
]
+
[
Air˙
i
ij
Aiω
i
ij
]
. (1.63)
Analoges gilt fu¨r die Beschleunigung und Winkelbeschleunigung, die man aus den Glei-
chungen (1.61) und (1.62) ebenfalls durch zeitliche Ableitung erha¨lt:
R¨j = R¨i − r˜ijω˙i + ω˜iω˜irij + 2ω˜iAir˙iij +Air¨iij, (1.64)
ω˙j = ω˙i + ω˜iωij +Aiω˙
i
ij. (1.65)
Die Zusammenfassung der Gleichungen (1.64) und (1.65) fu¨hrt analog zu (1.63) auf die
endgu¨ltige Form[
R¨j
ω˙j
]
=
[
I −r˜ij
0 I
] [
R¨i
ω˙i
]
+
[
ω˜iω˜irij + 2ω˜iAir˙
i
ij +Air¨
i
ij
ω˜iωij +Aiω˙
i
ij
]
. (1.66)
Um die kinematischen Zusammenha¨nge (1.63) und (1.66) in eine kompakte Form zu
bringen, ist es zweckma¨ßig sog. Quasikoordinaten einzufu¨hren [137]. Quasikoordinaten
sind Koordinaten, von denen nur die Differentiale bzw. die Zeitableitungen definiert
sind. Fu¨r den Winkelgeschwindigkeitsvektor gilt mit den Quasikoordinaten pi somit
ω = p˙i. Damit ergeben sich im Folgenden die Abku¨rzungen
δαi =
[
δRi
δpii
]
,αi =
[
Ri
pii
]
, α˙i =
[
R˙i
ωi
]
und α¨i =
[
R¨i
ω˙i
]
, (1.67)
womit sich Gleichung (1.63) formal in
α˙j = Φijα˙i + α˙ij (1.68)
umschreiben la¨sst. Analog dazu, ergibt sich aus Gleichung (1.66) die Rekursion
α¨j = Φijα¨i + Φ˙ijα˙i + α¨ij. (1.69)
Die 6× 6-Matrix
Φij =
[
I −r˜ij
0 I
]
(1.70)
besitzt die nu¨tzliche Eigenschaft Φ−1ij = Φji =
[
I −r˜ji
0 I
]
=
[
I r˜ij
0 I
]
.
22 KAPITEL 1. KINEMATIK
Gelenkkinematik
Wie oben erwa¨hnt, definiert das Gelenk Gij u¨ber die relativen Gro¨ßen rij bzw.Aij einen
kinematischen Zusammenhang zwischen den ko¨rperfesten KoordinatensystemenKi und
Kj und schra¨nkt damit die Relativbewegung der beiden Ko¨rper i und j in Abha¨ngigkeit
von den Gelenkkoordinaten qij ein. Zu beachten ist, dass die Koordinaten aller relativen
Gro¨ßen im Folgenden im ko¨rperfesten Koordinatensystem Ki des Ko¨rpers i ausgedru¨ckt
werden.
Die relative Lage riij kann durch einen i.Allg. nichtlinearen Zusammenhang der Form
riij = f
r (qij) (1.71)
dargestellt werden, wobei zuna¨chst die explizite Zeitabha¨ngigkeit vernachla¨ssigt werden
kann. Die relative Lage auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene ergibt sich aus
Gleichung (1.71) durch zeitliche Ableitung. Es gelten somit die Zusammenha¨nge
r˙iij = F
r
qq˙ij, (1.72)
r¨iij = F
r
qq¨ij + F˙
r
qq˙ij. (1.73)
Dabei ergibt sich die Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix) Frq aus den partiellen Ableitun-
gen der Vektorfunktion f r (qij) nach den Gelenkkoordinaten qij des Gelenks Gij. Mit
den Abku¨rzungen Frq = J
r
ij und F˙
r
qq˙ij = Γ
r
ij folgt aus Gleichung (1.73) die Beziehung
fu¨r die translatorische Relativbeschleunigung
r¨iij = J
r
ijq¨ij + Γ
r
ij. (1.74)
Analoges gilt fu¨r die Orientierung. Bezeichnet wij die 3×1-Matrix dreier Winkel wij =[
wij,1 wij,2 wij,3
]T
, die drei aufeinander folgende Drehungen um die Achsen uij,1,
uij,2 und uij,3 beschreiben, so gilt auch hier der i.Allg. nichtlineare Zusammenhang
wij = f
w (qij) (1.75)
mit den zeitlichen Ableitungen der Vektorfunktion wij
w˙ij = F
w
q q˙ij, (1.76)
w¨ij = F
w
q q¨ij + F˙
w
q q˙ij. (1.77)
Die relative Transformationsmatrix Aij kann mit Hilfe von Gleichung (1.19) aus den
drei Einzeldrehungen
Aij,k (wij,k,uij,k) = I+ sinwij,ku˜ij,k + (1− coswij,k) u˜ij,ku˜ij,k, k = 1, ..., 3 (1.78)
u¨ber die Beziehung
Aij = Aij,1 (wij,1,uij,1)Aij,2 (wij,2,uij,2)Aij,3 (wij,3,uij,3) (1.79)
berechnet werden. Dabei bezeichnen uij,1, uij,2 und uij,3 die Koordinaten dreier Ein-
heitsvektoren in Richtung der Drehachsen und wij,1, wij,2 und wij,3 die dazu entspre-
chenden Drehwinkel. Die Koordinaten der Drehachsen u1, u2 und u3 beziehen sich
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dabei auf die gedrehten Zwischensysteme. Aus A˙ijA
T
ij = ω˜
i
ij la¨sst sich damit die rela-
tive Winkelgeschwindigkeit ωij als eine lineare Beziehung der Form
ωiij =
[
uij,1 Aij,1uij,2 Aij,1Aij,2uij,3
]︸ ︷︷ ︸
Gij
 w˙ij,1w˙ij,2
w˙ij,3
 = Gijw˙ij (1.80)
ausdru¨cken. Durch zeitliche Ableitung ergibt sich daraus die Winkelbeschleunigung
ω˙iij = Gijw¨ij + G˙ijw˙ij, (1.81)
wobei fu¨r die zeitliche Ableitung der 3× 3-Matrix Gij der Ausdruck
G˙ij =
[
0 w˙ij,1u˜ij,1Aij,1uij,2 (w˙ij,1u˜ij,1Aij,1 + w˙ij,2Aij,1u˜ij,2)Aij,2uij,3
]
(1.82)
gilt. Einsetzen von Gleichung (1.76) bzw. (1.77) in (1.80) bzw. (1.81) fu¨hrt auf die
endgu¨ltige Form der relativen Winkelgeschwindigkeit bzw. Winkelbeschleunigung
ωiij = GijF
w
q q˙ij, (1.83)
ω˙iij = GijF
w
q q¨ij +
(
GijF˙
w
q + G˙ijF
w
q
)
q˙ij (1.84)
in Abha¨ngigkeit von den generalisierten Gelenkkoordinaten qij des Gelenks Gij. Analog
zu (1.74) fu¨hren die Abku¨rzungen GijF
w
q = J
ω
ij und
(
GijF˙
w
q + G˙ijF
w
q
)
q˙ij = Γ
ω
ij zu
der Beziehung
ω˙iij = J
ω
ijq¨ij + Γ
ω
ij. (1.85)
Die Gleichungen (1.72) und (1.83) ko¨nnen zu der kompakten Darstellung[
r˙iij
ωiij
]
=
[
Jrij
Jωij
]
q˙ij (1.86)
zusammengefasst werden, wobei die Matrizen Jrij bzw. J
ω
ij die Jacobi-Matrizen der
Translation bzw. Rotation darstellen. Die entsprechende Darstellung der expliziten
Gelenkkinematik auf Beschleunigungsebene ergibt sich aus (1.74) und (1.85)[
r¨iij
ω˙iij
]
=
[
Jrij
Jωij
]
q¨ij +
[
Γrij
Γωij
]
. (1.87)
1.3.2 Standardgelenke
Zur Verdeutlichung werden im Folgenden die Gelenkmatrizen einiger Standardgelenke
angeben. Dabei gilt hier stets die 1-2-3-Drehreihenfolge um die Drehachsen
u1 =
[
1 0 0
]T
,u2 =
[
0 1 0
]T
und u3 =
[
0 0 1
]T
(1.88)
um die Winkel w1, w2 und w3. Die Einzeldrehungen sind durch Auswertung von Glei-
chung (1.19) gegeben, womit die relative Orientierung u¨ber
Aij = A1 (w1,u1)A2 (w2,u2)A3 (w3,u3) (1.89)
gegeben ist. Zu beachten ist, dass die Koordinaten der Drehachsen u1, u2 und u3 sich
auf die Zwischensysteme beziehen.
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Abbildung 1.10: Einzeldrehungen Ai(wi,ui), i = 1, 2, 3
Drehgelenk
Das im Folgenden betrachtete Drehgelenk erlaubt eine reine Drehung des Ko¨rpers j
relativ zu Ko¨rper i um die ko¨rperfeste z-Achse des Systems Kj und besitzt somit einen
Freiheitsgrad
qij = [q(t)] . (1.90)
Die relative Lage der ko¨rperfesten Koordinatensysteme Ki und Kj wird u¨ber den kon-
stanten Koordinatenvektor riij beschrieben und definiert gleichzeitig die relative Lage
der Drehachse. U¨ber die beiden konstanten Winkel w1 und w2 la¨sst sich die Orientie-
rung der Drehachse bezu¨glich des Systems Ki einstellen. Fu¨r das betrachtete Gelenk
gilt somit
riij =
 rxry
rz
 und wij =
 w1w2
w3(t)
 =
 w1w2
q(t)
 . (1.91)
Die Gelenkmatrizen gema¨ß Gleichung (1.87) lauten
Jij =
[
Jrij
Jωij
]
=

0
0
0
sinw2
− sinw1 cosw2
cosw1 cosw2
 und Γij =
[
Γrij
Γωij
]
=

0
0
0
0
0
0
 . (1.92)
Drehschubgelenk
Das hier betrachtete Drehschubgelenk besitzt zusa¨tzlich zu dem oben dargestellten
Drehgelenk einen translatorischen Freiheitsgrad q1 in Richtung der z-Achse. Damit
besitzt das Gelenk zwei Freiheitsgrade
qij =
[
q1(t)
q2(t)
]
, (1.93)
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wobei q2 den rotatorischen Freiheitsgrad des Gelenkes bezeichnet. Die relative Lage
und Orientierung des Systems Kj bezu¨glich Ki ist u¨ber
riij =
 rxry
rz(t)
 =
 rxry
q1(t)
 und wij =
 w1w2
w3(t)
 =
 w1w2
q2(t)
 (1.94)
gegeben. Die Gelenkmatrizen des Drehschubgelenks im Sinne von (1.87) lauten damit
Jij =
[
Jrij
Jωij
]
=

0 0
0 0
1 0
0 sinw2
0 − sinw1 cosw2
0 cosw1 cosw2
 und Γij =
[
Γrij
Γωij
]
=

0
0
0
0
0
0
 . (1.95)
Schubgelenk
Durch Vernachla¨ssigung des rotatorischen Freiheitsgrades q2 des o.g. Drehgelenks, er-
geben sich die kinematischen Zusammenha¨nge des Drehschubgelenks mit nur einem
translatorischen Freiheitsgrad
qij = [q(t)] (1.96)
in der Form
riij =
 rxry
rz(t)
 =
 rxry
q(t)
 und wij =
 w1w2
w3
 . (1.97)
Die Gelenkmatrizen auf Beschleunigungsebene lauten damit
Jij =
[
Jrij
Jωij
]
=

0
0
1
0
0
0
 und Γij =
[
Γrij
Γωij
]
=

0
0
0
0
0
0
 . (1.98)
Kardangelenk
Das hier betrachtete Kardangelenk zeichnet sich dadurch aus, dass die relative Orien-
tierung des Ko¨rpers j bezu¨glich i durch zwei aufeinanderfolgende Elementardrehungen
um die y-Achse bzw. z-Achse beschrieben wird. Es besitzt somit zwei rotatorische
Freiheitsgrade, die zu der Spaltenmatrix
qij =
[
q1(t)
q2(t)
]
(1.99)
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zusammengefasst werden. Die relative Lage und Orientierung
riij =
 rxry
rz
 und wij =
 w1w2(t)
w3(t)
 =
 w1q1(t)
q2(t)
 (1.100)
fu¨hrt nach Auswertung der Gelenkkinematik auf die Gelenkmatrizen
Jij =
[
Jrij
Jωij
]
=

0 0
0 0
0 0
0 sin q1
cosw1 − sinw1 cos q1
sinw1 cosw1 cos q1
 (1.101)
und
Γij =
[
Γrij
Γωij
]
=

0
0
0
−q˙1q˙2 cos q1
−q˙1q˙2 sinw1 sin q1
q˙1q˙2 cosw1 sin q1
 . (1.102)
Kugelgelenk
Beschreibt man die relative Orientierung des Ko¨rpers j bezu¨glich i durch drei aufeinan-
derfolgende Elementardrehungen um die x-, y- bzw. z-Achse, so erreicht man dadurch
die Modellierung eines Kugelgelenks. Die drei rotatorischen Freiheitsgrade werden zur
Spaltenmatrix
qij =
 q1(t)q2(t)
q3(t)
 (1.103)
zusammengefasst und fu¨hren mit
riij =
 rxry
rz
 und wij =
 w1(t)w2(t)
w3(t)
 =
 q1(t)q2(t)
q3(t)
 (1.104)
auf die Gelenkmatrizen des Kugelgelenks in der Form
Jij =
[
Jrij
Jωij
]
=

0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 sin q2
0 cos q1 − sin q1 cos q2
0 sin q1 cos q1 cos q2
 (1.105)
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und
Γij =
[
Γrij
Γωij
]
=

0
0
0
−q˙2q˙3 cos q2
−q˙2 sin q1 (q˙3 sin q2 − q˙1) + q˙1q˙3 cos q1 cos q2
q˙2 cos q1 (q˙3 sin q2 − q˙1) + q˙1q˙3 sin q1 cos q2
 . (1.106)
1.3.3 Erweiterte Gelenke
Fu¨r die mechanische Modellierung von biomechanischen Systemen sind Standardge-
lenke oft nicht ausreichend. Im Hinblick auf die komplizierte Gelenkkinematik des
Menschen sind deshalb fu¨r die Beschreibung der Kinematik erweiterte Gelenktypen
notwendig. In der vorliegenden Arbeit wird der Ansatz verfolgt, die kinematischen
Zusammenha¨nge (1.71) und (1.75) mit Hilfe von Splines zu interpolieren. Ein Spline
n-ten Grades ist eine Funktion, die stu¨ckweise aus (n− 1) mal stetig differenzierbaren
Polynomen n-ten Grades zusammengesetzt ist.
Gegeben sei eine Funktion f(q), die mit Hilfe von Splines interpoliert werden soll.
Hierzu unterteilt man ein Intervall [qmin, qmax] in n Bereiche
qmin = q1 < q2 < . . . < qn < qn+1 = qmax (1.107)
und definiert die Stu¨tzstellen [qi, fi(qi)], i = 1, . . . , n+ 1. In jedem Teilintervall j wird
ein (k − 1)-fach stetig differenzierbares Polynom k-ten Grades der Form
pj (q) =
k∑
i=1
cji (q − qj)k−i, j = 1, . . . , n (1.108)
angesetzt. Dabei bezeichnet cji den i-ten Koeffizienten des j-ten Polynoms. Die Rand-
und Interpolationsbedingungen an den Bereichsgrenzen fu¨hren schließlich auf ein linea-
res Gleichungssystem, dessen Lo¨sung die unbekannten Koeffizienten cji liefert.
Mit Hilfe der Splineapproximation ko¨nnen nahezu beliebig komplizierte Gelenkty-
pen nachgebildet werden. Dieser Ansatz findet z.B. Anwendung bei der Modellierung
des menschlichen Kniegelenks. Zur Verdeutlichung des dargestellten Sachverhalts soll
folgendes Beispiel dienen.
Beispiel
Betrachtet wird das mechanische System eines menschlichen Beines gema¨ß Abbildung
1.11. Es besteht aus zwei starren Ko¨rpern (Ober- und Unterschenkel), die zuna¨chst
keiner kinematischen Bindung unterliegen und somit als freie Ko¨rper betrachtet werden.
Weiterhin seien die ko¨rperfesten Referenzkoordinatensysteme Ki (Oberschenkel) und
Kj (Unterschenkel) definiert, wobei die Koordinaten des relativen Lagevektors mit riij
bezeichnet werden.
Der na¨chste Schritt im Hinblick auf die Abscha¨tzung der Gelenkkinematik ist die
U¨bertragung der gemessenen Bewegung auf die zuna¨chst freien Ko¨rper. Dies wird mit
Hilfe des in Abschnitt 3.2 dargestellten Verfahrens realisiert. Dabei werden die abso-
luten Trajektorien anatomischer Punkte des Menschen (sog. Markerpunkte) mit Hilfe
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Abbildung 1.11: Beispiel eines erweiterten Gelenks
von Infrarotkameras ermittelt und mit Hilfe einer optimierungsbasierten inversen Ki-
nematik auf die freien Starrko¨rper u¨bertragen (siehe Abbildung 1.11-links).
Als Ergebnis liegen nun zu diskreten Zeitpunkten die absoluten Lagen Ri bzw. Rj
und die Orientierungen Ai bzw. Aj beider Koordinatensysteme Ki und Kj vor, die
im Folgenden als Ausgangspunkt der Untersuchung dienen. Erfolgt die Projektion der
Relativbewegung beider Systeme auf die in Abbildung 1.11 dargestellte Ebene, so la¨sst
sich daraus ein Verdrehwinkel ϕ bestimmen (Abbildung 1.11-mitte), der gleichzeitig
als unabha¨ngige Gelenkkoordinate dient. Die Bahnkurve des Koordinatenursprungs
Kj relativ zu Ki ist dadurch ebenfalls berechenbar (Abbildung 1.11-rechts). Damit gilt
ATi Rj −ATi Ri = riij (ϕ) ,
ATi Aj = Aij (ϕ,u) = I+ sinϕu˜+ (1− cosϕ) u˜u˜.
(1.109)
Dabei stellt u die Drehachse senkrecht zur dargestellten Ebene dar, deren ra¨umliche
Orientierung ebenfalls aus der bekannten Relativbewegung abscha¨tzbar ist.
Die Gla¨ttung und Splineapproximation der kinematischen Zusammenha¨nge (Abbil-
dung 1.11-rechts) im Sinne von (1.71) und (1.75) ergibt schließlich die gesuchte Ge-
lenkkinematik. Dabei werden die Koordinaten des Relativvektors riij und der Winkel
wij als Funktion von ϕ dargestellt. Im Hinblick auf das vorliegende Beispiel ergeben
sich die Zusammenha¨nge
riij =
 rx (ϕ)ry (ϕ)
0
 und wij =
 00
ϕ
 , (1.110)
womit die Kinematik des Kniegelenks vollsta¨ndig bestimmt ist. Die Modellierung er-
folgt somit als eine kinematisch gekoppelte Translation und Rotation der Referenzko-
ordinatensysteme in Abha¨ngigkeit einer generalisierten Koordinate. Dabei werden die
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Bahnkurven der Referenzsysteme bzw. die Winkelverla¨ufe u¨ber Splines angena¨hert. Der
Unterschenkel wird dabei auf einer Bahn um den Oberschenkel translatorisch gefu¨hrt
und gleichzeitig um die wandernde Gelenkachse gedreht. Aufgrund der kinematischen
Kopplung der Gelenkkoordinaten besitzt das Kniegelenk einen Freiheitsgrad. Ferner
wird hier nur die Relativbewegung in der Sagittalebene beru¨cksichtigt.
Mit diesem Ansatz kann auf eine analytische Darstellung der Kinematik vollsta¨ndig
verzichtet werden. Gelenkmatrizen in analytischer Form ko¨nnen ohnehin nur fu¨r ei-
ne einfache Gelenkkinematik angegeben werden. Im Hinblick auf die Modellierung des
menschlichen Bewegungsapparates bietet dieser Ansatz einen entscheidenden Vorteil.
Die Beschreibung der Gelenkkinematik erfolgt ohne Kenntnis des exakten kinemati-
schen Zusammenhangs aus der Relativbewegung benachbarter Ko¨rper. Damit wird
das Ziel verfolgt, ausgehend von der Absolutbewegung der Gliedmaßen auf die inneren
kinematischen Eigenschaften der menschlichen Gelenke zu schließen.
1.3.4 Vorwa¨rtskinematik bei offenen kinematischen Ketten
Die Voraussetzung fu¨r die rekursive Berechnung der Kinematik ist die Baumtopologie
des betrachteten Systems. Unter dieser Voraussetzung besteht die Mo¨glichkeit, ausge-
hend von der Relativbewegung benachbarter Ko¨rper, die Bewegung aller im System
vorhandenen Ko¨rper zu ermitteln. Im Folgenden sei ohne Verletzung der Allgemein-
heit eine regula¨re Nummerierung vorausgesetzt, wobei die Indizes i (Vorga¨nger) und
j (Nachfolger) ausgehend von i = 0 (Grundko¨rper) monoton ansteigen. Ferner gilt
j = i+ 1 und i = 0, ..., n− 1.
Bei gegebenen Gelenkkoordinaten qij der Gelenke ist eine rekursive Beschreibung
der Kinematik einer Starrko¨rperkette bestehend aus n Starrko¨rper mo¨glich. Im Hinblick
auf die Formulierung der Bewegungsgleichungen ist es zweckma¨ßig, die kinematischen
Zusammenha¨nge in Matrixform darzustellen. Dieser Sachverhalt soll im Folgenden dar-
gestellt werden.
Die Rekursionsvorschrift auf Lageebene lautet im Hinblick auf (1.59), (1.60), (1.71)
und (1.79)
Rj = Ri +Air
i
ij (qij) , Aj = AiAij (qij) . (1.111)
Die kinematischen Zusammenha¨nge auf Geschwindigkeitsebene ergeben sich durch Ein-
setzen der Gelenkkinematik (1.86) in die Rekursionsvorschrift (1.63)[
R˙j
ωj
]
︸ ︷︷ ︸
α˙j
=
[
I −r˜ij
0 I
]
︸ ︷︷ ︸
Φij
[
R˙i
ωi
]
︸ ︷︷ ︸
α˙i
+
[
AiJ
r
ij
AiJ
ω
ij
]
︸ ︷︷ ︸
Jij
q˙ij, (1.112)
woraus sich die abgeku¨rzte Form
α˙j = Φijα˙i + Jijq˙ij (1.113)
anschreiben la¨sst.
Analoges gilt fu¨r die Beschleunigung und Winkelbeschleunigung. Setzt man Glei-
chung (1.87) in (1.66) ein, so ergibt sich die rekursive Berechnungsvorschrift[
R¨j
ω˙j
]
︸ ︷︷ ︸
α¨j
=
[
I −r˜ij
0 I
]
︸ ︷︷ ︸
Φij
[
R¨i
ω˙i
]
︸ ︷︷ ︸
α¨i
+
[
AiJ
r
ij
AiJ
ω
ij
]
︸ ︷︷ ︸
Jij
q¨ij +
[
ω˜iω˜irij + 2ω˜iAir˙
i
ij +AiΓ
r
ij
ω˜iωij +AiΓ
ω
ij
]
︸ ︷︷ ︸
Θij
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(1.114)
fu¨r die Beschleunigung und Winkelbeschleunigung des Koordinatensystems Kj in Ab-
ha¨ngigkeit der Gelenkkoordinaten qij des Gelenks Gij und der Beschleunigung und
Winkelbeschleunigung des Koordinatensystems Ki, die im Folgenden ebenfalls in ab-
geku¨rzter Form
α¨j = Φijα¨i + Jijq¨ij +Θij (1.115)
formuliert werden. Alle Gro¨ßen sind im Inertialsystem dargestellt, womit der Index des
Koordinatensystems entfallen kann.
Betrachtet man die Rekursion u¨ber n Ko¨rper j = 1, . . . , n, so ergibt sich mit (1.115)
α¨1
α¨2
α¨3
...
α¨n
 =

J01 0 0 · · · 0
Φ12J01 J12 0 · · · 0
Φ23Φ12J01 Φ23J12 J23 · · · 0
...
...
...
...
...
Φn−1,n · · ·J01 Φn−1,n · · ·J12 Φn−1,n · · ·J23 · · · Jn−1,n


q¨01
q¨12
q¨23
...
q¨n−1,n

+

Φ01α0 +Θ01
Φ12 (Φ01α0 +Θ01) +Θ12
Φ23 (Φ12 (Φ01α0 +Θ01) +Θ12) +Θ23
...
Φn−1,n · · ·+Θn−1,n
 .
(1.116)
Greift man aus (1.116) eine beliebige Zeile heraus, so gilt mit der Spaltenmatrix aller
Gelenkkoordinaten q¨ =
[
q¨T01 q¨
T
12 · · · q¨Tn−1,n
]T
fu¨r die Beschleunigung und Win-
kelbeschleunigung eines beliebigen Ko¨rpers i die Darstellung
α¨i = Jiq¨+ Γi. (1.117)
Es ist ersichtlich, dass sich die Jacobi-Matrix Ji des Ko¨rpers i aus der Jacobi-Matrix
des Vorga¨ngerko¨rpers i − 1 multipliziert von links mit Φi−1,i ergibt. Hat das Gelenk
Gi−1,i eine von 0 verschiedene Anzahl von Freiheitsgraden qi−1,i, so werden die ent-
sprechenden Spalten der Jacobi-Matrix Ji mit Ji−1,i aufgefu¨llt. Entsprechendes gilt fu¨r
Γi. Die Spaltenmatrix Γi ergibt sich aus der Multiplikation von Γi−1 mit Φi−1,i und
einer anschließenden Addition von Θi−1,i. Wie aus (1.116) ersichtlich, vereinfacht sich
die Matrix Γ aller Nachfolgeko¨rper wenn die Bewegung des Grundko¨rpers (Index 0)
verschwindet.
Fu¨r das Gesamtsystem bestehend aus n Starrko¨rpern ergeben sich mit
δα =
 δα1...
δαn
 , α˙ =
 α˙1...
α˙n
 , α¨ =
 α¨1...
α¨n
 ,J =
 J1...
Jn
 und Γ =
 Γ1...
Γn
 (1.118)
die kinematischen Zusammenha¨nge
δα = Jδq, α˙ = Jq˙ und α¨ = Jq¨+ Γ. (1.119)
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1.3.5 Schleifenschließbedingungen
Abbildung 1.12: Zur Definition von impliziten Bindungen
Bei Starrko¨rpersystemen mit kinematischen Schleifen sind die Gelenkkoordinaten
q nicht mehr unabha¨ngig voneinander, sondern unterliegen einem Satz von impliziten
Bindungsgleichungen. Das Aufstellen der Schließbedingungen erfolgt im Folgenden am
Beispiel einer Einzelschleife.
Betrachtet werden im Folgenden zwei starre Ko¨rper i und j eines Mehrko¨rpersystems
gema¨ß Abbildung 1.12, deren Lage bezu¨glich des Inertialsystems durch die Vektoren
Ri bzw. Rj und deren Orientierung bezu¨glich K0 durch die Transformationsmatrizen
Ai bzw. Aj beschrieben wird. Fu¨r die Formulierung von Zwangsbedingungen ist die
Einfu¨hrung von weiteren ko¨rperfesten Koordinatensystemen zweckma¨ßig. Dem Ko¨rper
i wird demzufolge das ko¨rperfeste Koordinatensystem Km zugeordnet, dessen relative
Lage durch rim und dessen relative Orientierung durch Aim beschrieben wird. Beide
Gro¨ßen sind bezu¨glich Ki zu verstehen. Entsprechendes gilt fu¨r das mit Ko¨rper j ver-
bundene System Kn. Die Formulierung von impliziten Schließbedingungen bedeutet,
die Relativbewegung von Kn zu Km u¨ber geometrische (unabha¨ngige) Zwangsbedin-
gungen einzuschra¨nken.
Jede Schleifenschließbedingung la¨sst sich damit in impliziter Form
C (Rm,Am,Rn,An) = 0 (1.120)
formulieren. Aus der Kinematik der offenen Schleife sind die Zusammenha¨nge
Rm (q) = Ri (q) +Ai (q) r
i
im,
Rn (q) = Rj (q) +Aj (q) r
j
jn,
Am (q) = Ai (q)Aim und
An (q) = Aj (q)Ajn
(1.121)
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bekannt, womit sich die nichtlinearen Schließbedingungen
C (q) = 0 (1.122)
in den Gelenkkoordinaten q ergeben. Auf Geschwindigkeitsebene folgt mit den Funk-
tionalmatrizen CRi , Cωj , CRi , Cωj , Cαi und Cαj aus (1.120) zuna¨chst die Beziehung
[
CRi Cωi CRj Cωj
] 
R˙i
ωi
R˙j
ωj
 = [ Cαi Cαj ] [ α˙iα˙j
]
= 0. (1.123)
Zusammen mit der Kinematik der offenen Starrko¨rperkette[
α˙i
α˙j
]
=
[
Ji
Jj
]
q˙ (1.124)
folgen die Schließbedingungen auf Geschwindigkeitsebene in den Gelenkkoordinaten q
der offenen Schleife[
Cαi Cαj
] [ Ji
Jj
]
q˙ = 0. (1.125)
Auf Beschleunigungsebene lauten die impliziten Schließbedingungen schließlich
[
Cαi Cαj
] [ α¨i
α¨j
]
+
[
C˙αi C˙αj
] [ α˙i
α˙j
]
= 0. (1.126)
Zusammen mit den kinematischen Beziehungen der offenen Schleife[
α˙i
α˙j
]
=
[
Ji
Jj
]
q˙ und
[
α¨i
α¨j
]
=
[
Ji
Jj
]
q¨+
[
Γi
Γj
]
, (1.127)
folgen daraus die Schließbedingungen auf Beschleunigungsebene in den Gelenkkoordi-
naten q
[
Cαi Cαj
] [ Ji
Jj
]
q¨ = −
[
C˙αiJiq˙+ C˙αjJjq˙+CαiΓi +CαjΓj
]
. (1.128)
Die oben dargestellte Behandlung von Schleifenschließbedingungen la¨sst sich sinngema¨ß
auch auf Systeme mit mehreren geschlossenen Schleifen u¨bertragen. Fu¨r n Schleifen
ergibt sich aus (1.122) die allgemeine Form
C (q) =
 C1 (q)...
Cn (q)
 = 0. (1.129)
Auf Geschwindigkeitsebene folgt aus analog zu (1.123) die lineare Beziehung
Cαα˙ = 0, (1.130)
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woraus sich mit α˙ = Jq˙ und CαJ = Cq die Schließbedingungen auf Geschwindig-
keitsebene in den Gelenkkoordinaten q
CαJq˙ = Cqq˙ = 0. (1.131)
ergeben.
Im Hinblick auf (1.128) gelten im Folgenden ohne Einschra¨nkung der Allgemeinheit
die Schließbedingungen auf Beschleunigungsebene
Cqq¨ = Γq. (1.132)
Die Zwangsbedingungen fu¨r die ga¨ngigsten Gelenke basieren auf drei Grundtypen
unabha¨ngiger Zwangsbedingungen [41, 53, 119, 120]. Dazu za¨hlen die Punktverbin-
dung, die Parallelita¨ts-, und die Orthogonalita¨tsbedingung, die im Folgenden kurz
erla¨utert werden.
Punktverbindung
Die Definition einer Punktverbindung (Kugelgelenk) erfolgt u¨ber die Bedingung
rmn = Rj +Ajr
j
jn −Ri −Airiim = 0, (1.133)
d.h. die absolute Lage Rm = Ri +Air
i
im des Koordinatenursprungs Km ist identisch
mit der absoluten Lage Rn = Rj+Ajr
i
jn des Koordinatenursprungs Kn. Die impliziten
Bindungsgleichungen Cs auf Lageebene lauten damit
Cs (Rm,Rn) = Rj +Ajr
j
jn −Ri −Airiim = 0. (1.134)
Durch zweimalige zeitliche Ableitung ergeben sich daraus die kinematischen Zusam-
menha¨nge auf Beschleunigungsebene in der Form
[ −I r˜im I −r˜jn ]

R¨i
ω˙i
R¨j
ω˙j
 = [ω˜iω˜irim − ω˜jω˜jrjn] . (1.135)
Orthogonalita¨t
Die Bedingung fu¨r die Orthogonalita¨t zweier Vektoren erfolgt in Form eines Skalarpro-
dukts. Die Transformationsmatrizen der Koordinatensysteme Km und Kn bezu¨glich
des Inertialsystems und damit auch die Richtung der Einheitsvektoren sind durch die
Transformationen
Am = AiAim =
[
ex,m ey,m ez,m
]
, (1.136)
An = AjAjn =
[
ex,n ey,n ez,n
]
(1.137)
gegeben. Fordert man beispielsweise die Orthogonalita¨t der z-Achsen, so ergibt sich
die implizite Bindungsgleichung in Form eines Skalarprodukts
Co (ez,m, ez,n) = e
T
z,mez,n = 0. (1.138)
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Analoges gilt fu¨r die x- bzw. y-Achse. Mit ωm = ωi, ωn = ωj und der 1×3-Nullmatrix
0 folgt nach la¨ngerer Rechnung die Bindungsgleichung auf Beschleunigungsebene in
der Form
[
0 −eTz,ne˜z,m 0 −eTz,me˜z,n
] 
R¨i
ω˙i
R¨i
ω˙j
 =
eTz,n [(ω˜j − ω˜i) ω˜iez,m] + eTz,m [(ω˜i − ω˜j) ω˜jez,n] .
(1.139)
Parallelita¨t
Die Zwangsbedingungen fu¨r die Parallelita¨t zweier Vektoren formuliert man ebenfalls
im Sinne eines Skalarprodukts (1.138). Fordert man beispielsweise die Parallelita¨t der
z-Achsen, so ergeben sich die Bindungsgleichungen auf Lageebene
Cp (ez,m, ez,n) =
[
eTz,mex,n
eTz,mey,n
]
= 0. (1.140)
Durch sukzessives Vertauschen der Indizes kann zur Berechnung der Bindungsglei-
chungen auf Beschleunigungsebene die Gleichung (1.139) herangezogen werden. Damit
ergibt sich der Zusammenhang
[
0 −eTx,ne˜z,m 0 −eTz,me˜x,n
0 −eTz,me˜y,n 0 −eTz,me˜y,n
]
R¨i
ω˙i
R¨i
ω˙j
 =
[
eTx,n [(ω˜j − ω˜i) ω˜iez,m] + eTz,m [(ω˜i − ω˜j) ω˜jex,n]
eTy,n [(ω˜j − ω˜i) ω˜iez,m] + eTz,m [(ω˜i − ω˜j) ω˜jey,n]
]
.
(1.141)
Abstandsbedingung
Die Formulierung einer Abstandsbedingung erfolgt im Sinne eines Skalarprodukts in
der Form
Ca(rmn, `) = r
T
mnrmn − `2 = 0. (1.142)
Dabei bezeichnet die skalare Gro¨ße ` den konstanten Relativabstand der Koordinaten-
systeme Km und Kn. Durch zweimalige zeitliche Ableitung ergibt sich mit
r˙mn = R˙j + ω˜jrjn − R˙i − ω˜irim (1.143)
die Bindungsgleichung auf Beschleunigungsebene
2rTmn
[ −I r˜im I −r˜jn ]

R¨i
ω˙i
R¨j
ω˙j
 = [2rTmn (ω˜iω˜irim − ω˜jω˜jrjn)− 2r˙Tmnr˙mn] .
(1.144)
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Standardgelenktypen
Die Formulierung von Zwangsbedingungen fu¨r ga¨ngige Standardgelenke erfolgt durch
Kombination der oben dargestellten Basisbindungen[41, 53, 119, 120]. In Tabelle 1.1
sind die wichtigsten Gelenktypen dargestellt.
Gelenktyp Zwangsbedingung Bemerkung
Starres Gelenk C =
 Cs (Rm,Rn)Cp (ez,m, ez,n)
Co (ex,m, ey,n)
 Lage und Orientierung der Koordi-
natensysteme Km und Kn identisch
Drehgelenk C =
[
Cs (Rm,Rn)
Cp (ez,m, ez,n)
]
ez ist Drehachse
Drehschubgelenk C =
[
Cp (ez,m, ez,n)
Cp (ez,m, rmn)
]
ez ist Drehschubachse
Schubgelenk C =
 Cp (ez,m, ez,n)Cp (ez,m, ez,n)
Co (ex,m, ey,n)
 ez ist Schubachse
Kardangelenk C =
[
Cs (Rm,Rn)
Co (ex,m, ey,n)
]
Rm = Rn ist Gelenkpunkt, ex,m
bzw. ey,n sind Drehachsen
Kugelgelenk C =
[
Cs (Km,Kn)
]
Rm = Rn ist Gelenkpunkt
Tabelle 1.1: Standardgelenktypen
Ellipsoidgelenk
Unter einem Ellipsoidgelenk soll im Folgenden eine kinematische Zwangsbedingungen
verstanden werden, die einen Punkt an die Oberfla¨che eines Ellipsoids bindet. Die-
ser Gelenktyp findet im Rahmen dieser Arbeit Anwendung bei der biomechanischen
Modellierung des Kniegelenks bzw. des Schultergu¨rtels.
Gegeben sei ein Ellipsoid mit den Halbachsen a, b und c, das in Km die Darstellung
x2
a2
+
y2
b2
+
z2
c2
− 1 = 0 ⇔ [ x y z ]
 1a2 0 00 1
b2
0
0 0 1
c2

︸ ︷︷ ︸
Dm
 xy
z
− 1 = 0 (1.145)
besitzt. Somit liegt jeder Punkt mit den Koordinaten rme =
[
x y z
]T
der die Glei-
chung (rme )
T Dmr
m
e = 1 erfu¨llt auf der Oberfla¨che des Ellipsoids. Weiterhin sei ein
beliebiger Punkt P gegeben, der in Kj die konstanten Koordinaten rjP besitzt.
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Abbildung 1.13: Zur Definition des Ellipsoidgelenks
Mit Hilfe der Transformation re = AiAimr
m
e gelingt die Darstellung der Ellipsoi-
dengleichung im Inertialsystem K0
rTe AiAimDmA
T
imA
T
i︸ ︷︷ ︸
D
re = r
T
eDre = 1, (1.146)
wobei fu¨r den Koordinatenvektor re der Zusammenhang
re = Rj +Ajr
j
P −Ri −Airiim (1.147)
gilt. Damit ist die Zwangsbedingung des Ellipsoidgelenks in der impliziten Form
Ce (re) = r
T
eDre − 1 = 0 (1.148)
vollsta¨ndig bestimmt. Durch zweimalig zeitliche Ableitung folgt mit
r˙e = R˙j + ω˜jrP − R˙i − ω˜irim (1.149)
daraus die Bindungsgleichung auf Beschleunigungsebene
2rTeD
[ −I r˜im I −r˜P ]

R¨i
ω˙i
R¨j
ω˙j
 = −2rTeD [ω˜jω˜jrP − ω˜iω˜irim]−2r˙TeDr˙e. (1.150)
Kinematik in Absolutkoordinaten
Alternativ zu den expliziten Bindungen der Form (1.119), wo die absolute Lage und
Orientierung der Ko¨rper als Funktion der Gelenkkoordinaten q beschrieben wird, kann
die Kinematik von Starrko¨rpersystemen auch in impliziter Form in den Absolutkoor-
dinaten q¯ der einzelnen Starrko¨rper formuliert werden. Die Grundidee dieser Vorge-
hensweise besteht darin, die sechs Freiheitsgrade pro Starrko¨rper beizubehalten und
1.3. KINEMATIK VON STARRKO¨RPERKETTEN 37
deren Relativbewegung zueinander mit Hilfe von Zwangsbedingungen (sog. Gelenkbin-
dungen) einzuschra¨nken [41, 53, 119, 120].
Gegeben seien nc Bindungsgleichungen der Form
C (q¯, t) =
 C1 (q¯, t)...
Cnc (q¯, t)
 = 0, (1.151)
wobei die nq generalisierten Koordinaten q¯i =
[
RTi θ
T
i
]T
zu der Spaltenmatrix q¯ =[
q¯T1 · · · q¯Tnq
]T
zusammengefasst werden. Die Bindungsgleichung auf Geschwindig-
keitsebene erha¨lt man durch zeitliche Ableitung
Cq¯ ˙¯q+Ct = 0 (1.152)
von Gleichung (1.151) mit der nc × nq Funktionalmatrix
Cq¯ =

∂C1
∂q¯1
· · · ∂C1
∂q¯nq
...
...
∂Cnc
∂q¯1
· · · ∂Cnc
∂q¯nq
 (1.153)
aller partiellen Ableitungen nach den generalisierten Koordinaten q¯ und der nc × 1
Spaltenmatrix
Ct =

∂C1
∂t
...
∂Cnc
∂t
 . (1.154)
aller partiellen Ableitungen nach der Zeit. Durch nochmalige zeitliche Ableitung erge-
ben sich die Bindungsgleichungen auf Beschleunigungsebene zu
Cq¯¨¯q+
(
Cq¯ ˙¯q
)
q¯
˙¯q+ 2Cq¯t ˙¯q+Ctt = 0, (1.155)
die man in der kompakten Matrixform
Cq¯¨¯q = Γq¯ (1.156)
darstellen kann.
Mit der kinematischen Differentialgleichung ωk = Gkθ˙k bzw. ω˙k = Gkθ¨k + G˙kθ˙k
(k = i, j) ko¨nnen alle in Abschnitt 1.3.5 dargestellten impliziten Bindungsgleichungen
in die Form (1.151) bzw. (1.156) gebracht werden. Somit sind die als Schleifenschließ-
bedingungen formulierten Beziehungen auch als Gelenkbindungen im Sinne von (1.151)
bzw. (1.156) zu verstehen.

Kapitel 2
Dynamik
Die rechnergestu¨tzte Behandlung von Mehrko¨rpersystemen hat die Simulation kom-
plexerer Systeme erst ermo¨glicht. Im Laufe der Zeit entstanden Computerprogramme,
die sich in Funktionsumfang und in ihrer Arbeitsweise deutlich unterscheiden. Ziel
solcher Programme ist es, ausgehend von der Struktur eines Mehrko¨rpersystems, den
mechanischen und geometrischen Eigenschaften seiner Ko¨rper sowie ihrer Verbindungs-
elemente, die Bewegungsgleichungen des Gesamtsystems aufzustellen und anschließend
zu integrieren.
Man unterscheidet Systeme, die Bewegungsgleichungen symbolisch herleiten und
solche, die voll numerisch arbeiten. Ein wichtiges Merkmal eines symbolisch arbei-
tenden Simulationswerkzeuges ist, dass die Systemgleichungen bis zu einer gewissen
Ebene in symbolischer Form vorliegen. Dies ermo¨glicht einen direkten Eingriff in das
dynamische Systemverhalten, z.B. durch Elimination schwacher Kopplungen [69]. Die
symbolisch generierten Bewegungsgleichungen ko¨nnen damit auch im Hinblick auf die
Echtzeitfa¨higkeit problemspezifisch optimiert werden. Eine freie Auswahl des nume-
rischen Lo¨sungsverfahrens, der Plattform und der Programmiersprache ist ebenfalls
gegeben. Ein weiteres herausragendes Merkmal solcher Systeme ist die Tatsache, dass
die numerische Effizienz in der Regel unabha¨ngig vom verwendeten Formalismus ist,
da nur der Aufwand bei der Auswertung der in symbolischer Form vorliegenden Be-
wegungsgleichungen in diesem Zusammenhang eine entscheidende Rolle spielt. Auf-
grund der Tatsache, dass die Bewegungsgleichungen schon fu¨r kleine Systeme sehr
komplex werden, steigt nicht nur der Aufwand zur Aufstellung der Gleichungen son-
dern auch deren Auswertung erheblich. Somit eignen sich solche Simulationswerkzeuge
ho¨chstens fu¨r akademische Problemstellungen. Die rein numerisch arbeitenden Simu-
lationswerkzeuge zeichnen sich dadurch aus, dass der zu Grunde liegende Formalismus
zu jedem Zeitschritt durchlaufen wird, womit die Effizienz solcher Systeme entschei-
dend davon abha¨ngt. Die wohl wichtigste Eigenschaft solcher Simulationswerkzeuge
ist aber die Tatsache, dass deren Einsatzgebiet auf beliebig komplexe Problemstellun-
gen ausgedehnt werden kann. Aufgrund dieser Flexibilita¨t verfolgen alle erfolgreichen
MKS-Systeme diesen Ansatz.
Weiterhin lassen sich die MKS-Systeme bzw. Formalismen in zwei große Gruppen
einteilen: solche, die synthetische und andere, die analytische Methoden anwenden. Zu
den synthetischen Methoden za¨hlen die Auswertung der Newton-Eulerschen Gleichun-
gen. Im Gegensatz zur synthetischen Methode fu¨hrt die analytische Methodik eine for-
male Analyse des Gesamtsystems mittels Energiebetrachtungen durch (Lagrangesche
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Gleichungen).
Die Schlu¨sselfrage bei der Modellierung mechanischer Systeme und damit fu¨r die
Aufstellung effektiver Mehrko¨rperprogramme ist die geeignete Wahl von Koordinaten.
Das Arbeiten mit einer minimalen Anzahl von Koordinaten fu¨hrt auf komplexe Be-
wegungsgleichungen. Alle Informationen u¨ber die Dynamik des Systems sind in einer
minimalen Anzahl an Bewegungsgleichungen komprimiert [135]. Wa¨hlt man hingegen
einen Satz von u¨berza¨hligen Koordinaten, deren Anzahl die Zahl der Freiheitsgrade des
Systems u¨bersteigt, erha¨lt man Bewegungsgleichungen in Deskriptorform (differential-
algebraische Gleichungssysteme) [41, 53, 119, 120]. Die Struktur der systembeschrei-
benden Gleichungen ist zwar in diesem Fall erheblich einfacher, dies fu¨hrt aber zu
Schwierigkeiten bei der numerischen Behandlung [37, 38, 110, 132].
Die vorliegende Arbeit bescha¨ftigt sich vorwiegend mit der Modellierung und Si-
mulation des menschlichen Bewegungsapparates. Die Komplexita¨t des betrachteten
mechanischen Systems erfordert eine rein numerische Behandlung. Ziel dieses Kapi-
tels ist somit die ableitungsfreie Formulierung der Bewegungsgleichungen. Es bildet
gleichzeitig die Grundlage fu¨r das im Rahmen dieser Arbeit entstandene Simulations-
werkzeug MkdTools. Verfolgt wird dabei die Formulierung der Bewegungsgleichungen
in Minimalkoordinaten sowie in Absolutkoordinaten. Zuna¨chst sind die Bewegungs-
gleichungen fu¨r einen starren Einzelko¨rper aufzustellen. Ausgehend davon fu¨hrt die
Einarbeitung der Kinematik in expliziter Form im Falle von offenen Starrko¨rperketten
auf Bewegungsgleichungen in Form von gewo¨hnlichen Differentialgleichungen. Auftre-
tende Schleifenschließbedingungen werden mit Hilfe von impliziten Gelenkbindungen
realisiert, was auf differential-algebraische Gleichungssysteme fu¨hrt. Die Formulierung
der Gelenkbindungen in impliziter Form fu¨hrt ebenfalls auf Bewegungsgleichungen in
Deskriptor-Form, die im Hinblick auf die numerische Auswertung eine gesonderte Be-
handlung erfahren.
2.1 Dynamik des starren Ko¨rpers
Im Folgenden soll die Dynamik eines einzelnen, freien, homogenen, starren Ko¨rpers
behandelt werden [53, 120, 135]. Gema¨ß Abbildung 2.1, bezeichnet Ki das ko¨rperfeste
Bezugssystem des Ko¨rpers i, Ri bzw. Ai dessen Lage bzw. Orientierung bezu¨glich des
Inertialsystems K0 und S bzw. rS den Schwerpunkt bzw. dessen Lage bezu¨glich Ki.
Betrachtet man ein infinitesimales Massenelement dm mit dem Ortsvektor r bezu¨glich
des ko¨rperfesten BezugssystemsKi und den AbsolutkoordinatenR = Ri+Airi = Ri+r
gema¨ß (1.46), so la¨sst sich die virtuelle Arbeit der Tra¨gheitskra¨fte des starren Ko¨rpers
aus
δW Ii =
∫
V
ρR¨T δRdV (2.1)
berechnen. Mit R¨ = R¨i + ˙˜ωir+ ω˜iω˜ir und δR = δRi − r˜δpii folgt aus Gleichung (2.1)
δW Ii =
[
δRTi δpi
T
i
](∫
V
ρ
[
I −r˜
r˜ −r˜r˜
]
dV
[
R¨i
ω˙i
]
+
∫
V
ρ
[
ω˜iω˜ir
r˜ω˜iω˜ir
]
dV
)
. (2.2)
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Abbildung 2.1: Zur Kinematik des Starrko¨rpers
Die Auswertung von Gleichung (2.2) liefert unter der Annahme konstanter Dichte ρ
fu¨r das erste Element des ersten Integrals∫
V
ρIdV = miI, (2.3)
wobei mi die Masse des Ko¨rpers i und I die 3 × 3-Einheitsmatrix bezeichnet. Mit
r˜ = Air˜
iATi und r
i = riS + r¯
i
S ergibt sich fu¨r das na¨chste Element des ersten Integrals∫
V
ρr˜dV = miAir˜
i
SA
T
i . (2.4)
Dabei bezeichnet r¯iS die Lage eines beliebigen Massenelements dm bezu¨glich des Schwer-
punktes S. Fu¨r das letzte Element des ersten Integrals ergibt sich schließlich∫
V
−ρr˜r˜dV = AiJiiATi = Ji. (2.5)
In Gleichung (2.5) bezeichnet Jii den Tra¨gheitstensor des Ko¨rpers i bezu¨glich Ki. Fu¨r
die symmetrische Massenmatrix ergibt sich somit die endgu¨ltige Form
Mi =
[
miI −miAir˜iSATi
miAir˜
i
SA
T
i AiJ
i
iA
T
i
]
=
[
miI −mir˜S
mir˜S Ji
]
. (2.6)
Die Auswertung des zweiten Integrals aus (2.2) fu¨hrt mit
∫
V
ρr¯iSdV = 0 auf∫
V
ρω˜iω˜irdV = ω˜iω˜iAi
∫
V
ρriS + ρr¯
i
SdV = ω˜iω˜iAi
∫
V
ρriSdV = miω˜iω˜irS (2.7)
und ∫
V
ρr˜ω˜iω˜irdV = ω˜iAiJ
i
iA
T
i ωi = ω˜iJiωi. (2.8)
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Damit lautet die Matrix der Coriolis- und Zentrifugalkra¨fte
QIi =
[
miω˜iω˜irS
ω˜iJiωi
]
. (2.9)
Mit den Matrizen Mi und Qi gelingt die Darstellung der virtuellen Arbeit (2.1) in
Abha¨ngigkeit von Beschleunigung und Winkelbeschleunigung
δW Ii =
[
δRTi δpi
T
i
] [
Mi
[
R¨i
ω˙i
]
+QIi
]
, (2.10)
woraus mit (1.67) die kompakte Darstellung
δW Ii = δα
T
i
[
Miα¨i +Q
I
i
]
(2.11)
folgt.
Mit Hilfe der kinematischen Differentialgleichung ωi = Giθ˙i la¨sst sich die virtu-
elle Arbeit in der Form (2.10) auch in Abha¨ngigkeit von den Absolutkoordinaten
q¯i =
[
RTi θ
T
i
]T
ausdru¨cken. Das Einsetzen von δpii = Giδθi und ω˙i = Giθ¨i + G˙iθ˙i
in die Gleichung (2.10) fu¨hrt auf die Darstellung
δW Ii = δq¯
T
i
[
M¯i¨¯qi + Q¯
I
i
]
. (2.12)
Dabei bezeichnet
M¯i =
[
miI −mir˜SGi
miG
T
i r˜S G
T
i JiGi
]
(2.13)
die Massenmatrix und
Q¯Ii =
[
miω˜iω˜irS −mir˜SG˙iθ˙i
GTi ω˜iJiωi +G
T
i JiG˙iθ˙i
]
. (2.14)
die Matrix der Coriolis- und Zentrifugalkra¨fte.
2.2 Kra¨fte und Momente
A¨ußere Kra¨fte und Momente
Gegeben sei ein Starrko¨rper i, an dem die a¨ußere Kraft Fi,n und das a¨ußere Moment
Mi,m angreifen. Die ko¨rperfesten Koordinaten des Kraftangriffspunktes seien durch r
i
i,n
gegeben. Mit Ri,n = Ri+Air
i
i,n ergibt sich die am Ko¨rper i verrichtete virtuelle Arbeit
aus
δWAi = δR
T
i,nFi,n + δpi
T
i Mi,m = δR
T
i Fi,n + δpi
T
i r˜i,nFi + δpi
T
i Mi,m. (2.15)
Fu¨r m = 1, . . . ,mM Momente und n = 1, . . . , nF Kra¨fte gilt damit
δWAi =
[
δRTi δpi
T
i
] 
nF∑
n
Fi,n
nF∑
n
r˜i,nFi,n +
nM∑
m
Mi,m

︸ ︷︷ ︸
QAi
= δαTi Q
A
i , (2.16)
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Abbildung 2.2: A¨ußere Kraft und Moment
wobei QAi die generalisierten Kra¨fte und Momente beinhaltet. Analog zu Gleichung
(2.12) gilt mit δpii = Giδθi fu¨r die virtuelle Arbeit der eingepra¨gten Kra¨fte und Mo-
mente in Abha¨ngigkeit von den generalisierten Koordinaten q¯i
δW¯Ai =
[
δRTi δθ
T
i
] 
nF∑
n
Fi,n
GTi
nF∑
n
r˜i,nFi,n +G
T
i
nM∑
m
Mi,m

︸ ︷︷ ︸
Q¯Ai
= δq¯Ti Q¯
A
i . (2.17)
Feder-, Da¨mpfer- und Stellkra¨fte
Abbildung 2.3: Feder-, Da¨mpfer- und Stellkra¨fte
Gegeben seien zwei Ko¨rper eines Mehrko¨rpersystems gema¨ß Abbildung 2.3, zwischen
denen eine Feder, ein Da¨mpfer und eine Stellkraft wirken, deren Kraftangriffspunkte
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durch die Koordinaten der ko¨rperfesten Vektoren rii und r
j
j gegeben sind. Die Koordi-
naten des Vektors rij, der die beiden Punkte Pi und Pj verbindet, lauten bezu¨glich des
Inertialsystems
rij = Rj +Ajr
j
j −Ri −Airii. (2.18)
Die Relativgeschwindigkeit berechnet sich aus (2.18) durch zeitliche Ableitung
r˙ij = R˙j − r˜jωj − R˙i + r˜iωi, (2.19)
woraus sich mit ri = Air
i
i und rj = Ajr
j
j die virtuelle A¨nderung
δrij = δRj − r˜jδpij − δRi + r˜iδpii (2.20)
ergibt. Die Kraftwirkung des Feder-, Da¨mpfersystems wird durch eine skalare Funktion
in der Form
F = F
(
`, ˙`, t
)
(2.21)
formuliert, wobei der Abstand ` zwischen Pi und Pj sich aus dem Skalarprodukt
` 2 = rTijrij (2.22)
berechnen la¨sst und daraus dessen zeitliche Ableitung
˙` =
1
`
rTij r˙ij. (2.23)
Mit Kenntnis des skalaren Abstands ` und der skalaren Relativgeschwindigkeit ˙`
kann ein beliebiger Kraftverlauf modelliert werden.
Fu¨r die virtuelle Arbeit der Kraft gilt der Zusammenhang
δW Fij = −Fδ` =
F
`
[
δRTi δpi
T
i
] [ rij
r˜irij
]
− F
`
[
δRTj δpi
T
j
] [ rij
r˜jrij
]
, (2.24)
woraus sich durch Koeffizientenvergleich mit der Darstellung
δW Fij = δW
F
i + δW
F
j = δα
T
i Q
F
i + δα
T
j Q
F
j (2.25)
die generalisierten Kra¨fte und Momente
QFi =
F
(
`, ˙`, t
)
`
[
rij
r˜irij
]
und QFj = −
F
(
`, ˙`, t
)
`
[
rij
r˜jrij
]
(2.26)
ergeben. Die virtuelle Arbeit in Abha¨ngigkeit von den Absolutkoordinaten q¯ lautet
δW¯ Fij =
F
`
[
δRTi δθ
T
i
] [ rij
GTi r˜irij
]
− F
`
[
δRTj δθ
T
j
] [ rij
GTj r˜jrij
]
, (2.27)
und damit folgen aus der virtuellen Arbeit
δW¯ Fij = δW¯
F
i + δW¯
F
j = δq¯
T
i Q¯
F
i + δq¯
T
j Q¯
F
j (2.28)
die generalisierten Kra¨fte und Momente
Q¯Fi =
F
`
[
rij
GTi r˜irij
]
, Q¯Fj = −
F
`
[
rij
GTj r˜jrij
]
. (2.29)
Greifen beispielsweise mehrere Feder-Da¨mpfersysteme an dem Ko¨rper i an, so wird
deren Wirkung analog zu (2.16) bzw. (2.17) durch einfache Summation beru¨cksichtigt.
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Feder-, Da¨mpfer- und Stellmomente
Abbildung 2.4: Feder-, Da¨mpfer- und Stellmomente
Betrachtet wird im Folgenden ein Drehfeder-, Drehda¨mpfersystem mit einem pa-
rallel geschalteten Stellmoment gema¨ß Abbildung 2.4, das an den Ko¨rpern i und j
angreift. Ferner sei vorausgesetzt, dass die relative Rotation der beiden Ko¨rper um
eine gemeinsame Achse in Richtung des Einheitsvektors u auftritt. Das skalare Mo-
ment kann auch hier als eine beliebige Funktion des Drehwinkels ϕ bzw. der relativen
Winkelgeschwindigkeit ϕ˙ in der Form
M =M (ϕ, ϕ˙, t) (2.30)
aufgestellt werden. Aus dem relativen Winkelgeschwindigkeitsvektor
ωij = uϕ˙ = ωj − ωi (2.31)
folgt die Bestimmungsgleichung fu¨r die zeitliche Ableitung des Drehwinkels und dessen
virtueller A¨nderung
ϕ˙ = uT (ωj − ωi) bzw. δϕ = uT (δpij − δpii) . (2.32)
Die virtuelle Arbeit des zwischen den beiden Ko¨rpern wirkenden Momentes lautet
δWMij = −Mδϕ =M
(
δpiTi − δpiTj
)
u, (2.33)
woraus ein Vergleich mit der allgemeinen Form
δWMij = δW
M
i + δW
M
j = δα
T
i Q
M
i + δα
T
j Q
M
j (2.34)
die generalisierten Momente
QMi =
[
0
Mu
]
und QMj =
[
0
−Mu
]
(2.35)
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liefert. Aus dem Ausdruck der virtuellen Arbeit
δW¯Mij = δW¯
M
i + δW¯
M
j = δq¯
T
i Q¯
M
i + δq¯
T
j Q¯
M
j (2.36)
folgen die generalisierten Momente in Abha¨ngigkeit von den Absolutkoordinaten q¯
Q¯Mi =
[
0
MGTi u
]
und Q¯Mj =
[
0
−MGTj u
]
. (2.37)
Der oben geschilderte Sachverhalt gilt selbst fu¨r den Fall, dass die Drehachsen der
beiden Ko¨rper nicht zusammenfallen. Zwingende Bedingung ist aber stets deren Par-
allelita¨t. Auch in diesem Fall werden mehrere am System angreifende Feder-Da¨mpfer-
systeme analog zu (2.16) bzw. (2.17) durch Summation beru¨cksichtigt.
2.3 Bewegungsgleichungen
Fu¨r ein System bestehend aus nK Starrko¨rpern verschwindet die virtuelle Arbeit aller
Zwangskra¨fte, eine Aussage, die sich in der Form [119, 120]
nK∑
i
δWCi = 0 (2.38)
ausdru¨cken la¨sst. Damit lautet das Prinzip von d’Alembert in der Lagrange’schen Fas-
sung
nK∑
i
δW Ii =
nK∑
i
δWEi (2.39)
als verallgemeinertes Prinzip der virtuellen Arbeit. Dabei stellt δWEi die Summe der
virtuellen Arbeiten aller eingepra¨gten Kra¨fte dar, die am Ko¨rper i angreifen. Somit
beinhalten QEi bzw. Q¯
E
i die Summe aller generalisierten Kra¨fte und Momente Q
A
i , Q
F
i
und QMi bzw. Q¯
A
i , Q¯
F
i und Q¯
M
i . Damit ergibt sich unter Beru¨cksichtigung von (2.11)
zuna¨chst die Summe u¨ber alle Ko¨rper
nK∑
i
δαTi
[
Miα¨i +Q
I
i −QEi
]
= 0. (2.40)
Die Abku¨rzungen
δα =
 δα1...
δαnK
 , α¨ =
 α¨1...
α¨nK
M =
 M1 · · · 0... ...
0 · · · MnK
 ,Q =
 −Q
I
1 +Q
E
1
...
−QInK +QEnK

(2.41)
erlauben die Darstellung der Bewegungsgleichungen in der kompakten Form
δαT [Mα¨−Q] = 0. (2.42)
2.3. BEWEGUNGSGLEICHUNGEN 47
Erfolgt die Beschreibung der Starrko¨rperkinematik mit Hilfe der Absolutkoordinaten
q¯i =
[
RTi θ
T
i
]T
, so folgt aus (2.39)
nK∑
i
δq¯Ti
[
M¯i¨¯qi + Q¯
I
i − Q¯Ei
]
= 0. (2.43)
Fu¨hrt man analog zu (2.40) die Abku¨rzungen
δq¯ =
 δq¯1...
δq¯nK
 , ¨¯q =
 ¨¯q1...
¨¯qnK
 M¯ =
 M¯1 · · · 0... ...
0 · · · M¯nK
 , Q¯ =
 −Q¯
I
1 + Q¯
E
1
...
−Q¯InK + Q¯EnK

(2.44)
ein, ergibt sich daraus die kompakte Form
δq¯T
[
M¯¨¯q− Q¯] = 0. (2.45)
Zur Auswertung von (2.42) bzw. (2.45) bestehen grundsa¨tzlich zwei Mo¨glichkeiten. Die
Aufstellung der Bewegungsgleichungen in Minimalkoordinaten q oder Bewegungsglei-
chungen in Absolutkoordinaten q¯.
2.3.1 Bewegungsgleichungen in Absolutkoordinaten
Die Absolutkoordinaten q¯ aus Gleichung (2.45) sind fu¨r allgemeine, gelenkgekoppelte
Starrko¨rpersysteme nicht unabha¨ngig, sondern unterliegen aufgrund von Gelenkbin-
dungen den Zwangsgleichungen (1.151). Die virtuelle Verschiebung muss ebenfalls mit
den Bindungen vertra¨glich sein; dies la¨sst sich im Hinblick auf (1.152) u¨ber die Bezie-
hung
Cq¯δq¯ = 0 (2.46)
ausdru¨cken. Beru¨cksichtigt man die Gelenkbindungen durch generalisierte Zwangs-
kra¨fte, so kann man formal die virtuelle A¨nderung δq¯ in (2.45) als unabha¨ngig be-
trachten. Damit gelten fu¨r das ungebundene System von starren Ko¨rpern die Bewe-
gungsgleichungen M¯¨¯q = Q¯. Beru¨cksichtigt man nun die Wirkung der Bindungen durch
die generalisierten Zwangskra¨fte Q¯Z , so ergibt sich daraus zuna¨chst die Bewegungsglei-
chung
M¯¨¯q = Q¯+ Q¯Z . (2.47)
Die noch unbekannten Zwangskra¨fte Q¯Z mu¨ssen stets zur Bewegungsrichtung ortho-
gonal stehen; die Beziehung
δq¯T Q¯Z = 0 (2.48)
spiegelt diesen Sachverhalt wider. Ein Vergleich mit Cq¯δq¯ = 0 deutet darauf hin, dass
sich die Richtung der Zwangskra¨fte bis auf das Vorzeichen durch Cq¯ erfassen la¨sst.
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Fu¨hrt man nun die sog. Lagrange-Multiplikatoren λ¯ als zusa¨tzliche Unbekannte ein, so
gelingt die Darstellung
Q¯Z = −CTq¯ λ¯ (2.49)
und damit folgen die Bewegungsgleichungen in der Form
M¯¨¯q+CTq¯ λ¯ = Q¯, (2.50)
wobei die q¯ den Bindungsgleichungen
C (q¯, t) = 0 (2.51)
unterliegen. Durch die Einfu¨hrung der Lagrange-Multiplikatoren λ¯ wird der Zustands-
vektor des Systems auf [ q¯T ˙¯q
T
λ¯
T ]T erweitert und damit nehmen die Bewegungs-
gleichungen die Form [53, 119, 120]
M¯¨¯q+CTq¯λ = Q¯, (2.52)
C (q¯, t) = 0
eines sog. Index-3 differential-algebraischen Gleichungssystems an. Der Term CTq¯ λ¯ la¨sst
sich als die generalisierten Zwangskra¨fte interpretieren, die fu¨r die Einhaltung der Bin-
dungsgleichungen sorgen. Die Aussage gema¨ß (2.38), dass die Zwangskra¨fte keine virtu-
elle Arbeit leisten, ist damit ebenfalls erfu¨llt. Fu¨r die numerische Behandlung der sog.
Index-3 Systeme sind jedoch in der Regel spezielle Verfahren zur numerischen Integra-
tion notwendig. Um die Standardverfahren zur numerischen Lo¨sung von gewo¨hnlichen
Differentialgleichungssysteme einsetzen zu ko¨nnen, ist z.B eine sog. Indexreduktion
sinnvoll. Dabei werden die Bindungsgleichungen auf Beschleunigungsebene (1.156) for-
muliert, womit die Index-1 Deskriptorform[
M¯ CTq¯
Cq¯ 0
] [
¨¯q
λ¯
]
=
[
Q¯
Γq¯
]
. (2.53)
folgt. Die Elimination der Lagrange-Multiplikatoren aus (2.53) la¨sst eine U¨berfu¨hrung
in ein System von gewo¨hnlichen Differentialgleichungen zu. Aus M¯¨¯q+CTq¯ λ¯ = Q¯ folgt
fu¨r die zweite Ableitung der Absolutkoordinaten q¯
¨¯q = M¯−1
(
Q¯−CTq¯ λ¯
)
. (2.54)
Das anschließende Einsetzen in Cq¯¨¯q = Γq¯ ermo¨glicht die Berechnung der Lagrange
Multiplikatoren
λ¯ =
(
Cq¯M¯
−1CTq¯
)−1 (
Cq¯M¯
−1Q¯− Γq¯
)
. (2.55)
Damit ergibt sich die endgu¨ltige Form der Bewegungsgleichungen
M¯¨¯q = Q¯−CTq¯
(
Cq¯M¯
−1CTq¯
)−1 (
Cq¯M¯
−1Q¯− Γq¯
)
, (2.56)
die mit Standardverfahren numerisch integriert werden kann. Im Hinblick auf die nu-
merische Effizienz, ist die direkte Auswertung von (2.53)[
¨¯q
λ¯
]
=
[
M¯ CTq¯
Cq¯ 0
]−1 [
Q¯
Γq¯
]
(2.57)
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ohne die explizite Elimination der Zwangskra¨fte jedoch sinnvoller. Die Index-Reduktion
fu¨hrt jedoch im Falle einer numerischen Integration zu erheblichen Problemen. Durch
die zweimalige Differentiation der Bindungsgleichungen gehen Informationen verloren,
die im Falle einer numerischen Integration zu dem sog. Drift-Effekt fu¨hren und damit ei-
ne Verletzung der Bindungsgleichungen bewirken. Betrachtet man beispielsweise einen
auf einer Kreisbahn mit dem Radius ` in der xy-Ebene gefu¨hrten Massenpunkt, so lau-
tet die Bindungsgleichung des ebenen Problems x2+y2 = `2. Durch die zeitliche Ablei-
tung erha¨lt man die Bindungsgleichungen auf Beschleunigungsebene xx¨+yy¨ = −x˙2−y˙2,
woraus ersichtlich ist, dass die Information u¨ber den Radius der Kreisbahn durch das
Verschwinden der zeitlichen Ableitung ˙` = ¨`= 0 verloren geht.
Fehler in den Bindungsgleichungen
C (q¯, t) = 0+∆(t) (2.58)
gehen in die Lagrange-Multiplikatoren mit zweiter Ableitung ein. Kleine Sto¨rungen mit
hochfrequenten Anteilen, die bei der numerischen Integration ha¨ufig auftreten, sind in
diesem Zusammenhang besonders problematisch. Trotz der numerischen Schwierigkei-
ten bleiben die Bewegungsgleichungen in Deskriptorform besonders attraktiv.
Koordinaten Projektion
Eine sehr effiziente Methode um den Drift-Effekt der Lo¨sung zu korrigieren ist die
sog. zweistufige Koordinatenprojektion [37, 38]. Dabei wird zuerst auf Lageebene und
anschließend auf Geschwindigkeitsebene projiziert. Ausgangspunkt der Betrachtung ist
das Index-1 DAE-System
M¯ (q¯) ¨¯q+CTq¯ (q¯) λ¯ (t) = Q¯
(
q¯, ˙¯q, t
)
,
Cq¯ (q¯) ¨¯q = Γq¯
(
q¯, ˙¯q, t
)
.
(2.59)
Durch numerische Integration erha¨lt man nach jedem Zeitschritt t Na¨herungen des
Zustandsvektors [ q¯TN ˙¯q
T
N λ¯
T
N ]
T , welche die Bindungsgleichungen auf Lage und Ge-
schwindigkeitsebene
C (q¯N , t) 6= 0
Cq¯ (q¯N) ˙¯qN +Ct (q¯N , t) 6= 0
verletzen. Die Projektion besteht darin, die Koordinaten q¯N und deren Ableitungen
˙¯qN mit minimaler A¨nderung im Hinblick auf konsistente Bindungsgleichungen zu kor-
rigieren. Dieser Sachverhalt la¨sst sich auf Lageebene mit
‖q¯− q¯N‖2 = minq¯ , (2.60)
C (q¯, t) = 0
und auf Geschwindigkeitsebene mit∥∥ ˙¯q− ˙¯qN∥∥2 = min˙¯q , (2.61)
Cq¯ (q¯) ˙¯q+Ct (q¯, t) = 0
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darstellen. Wa¨hrend die Projektion auf Geschwindigkeitsebene ein lineares Problem
darstellt, ist die nichtlineare Projektion auf Lageebene zuna¨chst durch eine Linearisie-
rung in ein solches zu u¨berfu¨hren und iterativ zu lo¨sen. Mit der Linearisierung um die
Stelle q¯i und mit q¯i+1 = q¯i +∆q¯i ergibt sich aus (2.60) zuna¨chst∥∥q¯i − q¯N +∆q¯i∥∥2 = min∆q¯ , (2.62)
C
(
q¯i, t
)
+Cq¯
(
q¯i
)
∆q¯i = 0.
Daraus folgt die Rekursionsvorschrift fu¨r die Korrektur der Lagekoordinaten q¯
q¯0 = q¯N ,
q¯i+1 = q¯i +∆q¯i, (2.63)
wobei sich die A¨nderung ∆q¯i mit Hilfe der Pseudo-Inversen von Cq¯ (q¯
i)
C+q¯ = C
T
q¯
(
q¯i
) [
Cq¯
(
q¯i
)
CTq¯
(
q¯i
)]−1
(2.64)
aus der Beziehung
∆q¯i = C+q¯C
(
q¯i, t
)
+
[
I−C+q¯
(
q¯i
)
Cq¯
(
q¯i
)] (
q¯N − q¯i
)
(2.65)
berechnen la¨sst. Aus (2.61) folgt dann mit den korrigierten Lagekoordinaten q¯ die
Berechnungsvorschrift fu¨r die Projektion auf Geschwindigkeitsebene
˙¯q = C+q¯ (q¯)Ct (q¯, t) +
[
I−C+q¯ (q¯)Cq¯ (q¯)
]
˙¯qN . (2.66)
Koordinaten Partitionierung
Anstatt alle u¨berza¨hligen Koordinaten q¯ zu integrieren, besteht grundsa¨tzlich die
Mo¨glichkeit, ein differential-algebraisches-System in der Form (2.52) in ein System von
gewo¨hnlichen Differentialgleichungen zu u¨berfu¨hren [119, 120]. Die Formulierung der
Bewegungsgleichungen eines gelenkgekoppelten Systems gema¨ß Gleichung (2.45) fu¨hrt
auf die Beschreibung in Abha¨ngigkeit von i.Allg. u¨berza¨hligen Koordinaten. Unterteilt
man die Koordinaten q¯ in unabha¨ngige q¯u und abha¨ngige q¯a Koordinaten auf, so la¨sst
sich die Spaltenmatrix aller Systemkoordinaten und deren Ableitungen bzw. virtuelle
A¨nderung formal in partitionierter Form
δq¯ =
[
δq¯u
δq¯a
]
, q¯ =
[
q¯u
q¯a
]
, ˙¯q =
[
˙¯qu
˙¯qa
]
und ¨¯q =
[
¨¯qu
¨¯qa
]
(2.67)
anschreiben, wobei die Anzahl der unabha¨ngigen Koordinaten q¯u der Anzahl an Frei-
heitsgraden f entspricht. Mit der angedeuteten Partitionierung la¨sst sich die Beziehung
Cq¯δq¯ = 0 formal in
Cq¯δq¯ =
[
Cq¯,u Cq¯,a
] [ δq¯u
δq¯a
]
= 0
umschreiben, woraus mit der i.Allg. invertierbaren Matrix Cq¯,a der Zusammenhang
δq¯a = −C−1q¯,aCq¯,uδq¯u
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folgt. Damit ergibt sich der lineare Zusammenhang
δq¯ =
[
δq¯u
δq¯a
]
=
[
I
−C−1q¯,aCq¯,u
]
︸ ︷︷ ︸
B¯
δq¯u = B¯δq¯u (2.68)
zwischen der virtuellen A¨nderung aller Systemkoordinaten δq¯ und der virtuellen A¨n-
derung der unabha¨ngigen Koordinaten δq¯u. Die Bindungsgleichungen auf Geschwin-
digkeitsebene ko¨nnen auch entsprechend umgeformt werden. Aus
Cq¯ ˙¯q =
[
Cq¯,u Cq¯,a
] [ ˙¯qu
˙¯qa
]
= −Ct (2.69)
folgt ˙¯qa = −C−1q¯,aCq¯,u ˙¯qu −C−1q¯,aCt, und damit ergibt sich schließlich
˙¯q =
[
˙¯qu
˙¯qa
]
=
[
I
−C−1q¯,aCq¯,u
]
︸ ︷︷ ︸
B¯
˙¯qu −
[
0
C−1q¯,aCt
]
︸ ︷︷ ︸
c¯
= B¯¨¯qu + c¯. (2.70)
Die Partitionierung der Bindungsgleichungen auf Beschleunigungsebene gema¨ß (2.67)
Cq¯¨¯q =
[
Cq¯,u Cq¯,a
] [ ¨¯qu
¨¯qa
]
= Γq¯ (2.71)
fu¨hrt mit ¨¯qa = −C−1q¯,aCq¯,u¨¯qu +C−1q¯,aΓq¯ auf die Beziehung
¨¯q =
[
¨¯qu
¨¯qa
]
=
[
I
−C−1q¯,aCq¯,u
]
︸ ︷︷ ︸
B¯
¨¯qu +
[
0
C−1q¯,aΓq¯
]
︸ ︷︷ ︸
b¯
= B¯¨¯qu + b¯. (2.72)
Einsetzen von (2.68) und (2.72) in Gleichung (2.45) ergibt schließlich die Bewegungs-
gleichungen[
B¯TM¯B¯
]︸ ︷︷ ︸
M¯u
¨¯qu =
[
B¯T Q¯− B¯TM¯b¯]︸ ︷︷ ︸
Q¯u
⇔ M¯u¨¯qu = Q¯u (2.73)
in den unabha¨ngigen Koordinaten q¯u. Zu beachten ist jedoch, dass die Systemma-
trizen M¯, Q¯, B¯ und b¯ sowohl von den unabha¨ngigen Koordinaten q¯u als auch von
den abha¨ngigen Koordinaten q¯a bzw. deren Ableitungen abha¨ngen. Dies hat zur Fol-
ge, dass bevor die Systemmatrizen aufgebaut werden ko¨nnen, die Koordinaten q¯ aus
dem nichtlinearen Gleichungssystem C (q¯, t) = 0 bzw. deren Ableitungen ˙¯q und ¨¯q aus
˙¯q = B¯¨¯qu + c¯ und ¨¯q = B¯¨¯qu + b¯ zu ermitteln sind. Vor allem die Berechnung der Lage-
koordinaten aus den nichtlinearen Bindungsgleichungen auf Lageebene ist bei großen
Systemen in der Regel mit erheblichem Aufwand verbunden.
2.3.2 Bewegungsgleichungen in Minimalkoordinaten
Ausgangspunkt fu¨r die Aufstellung der Bewegungsgleichungen in Relativkoordinaten
(Minimalkoordinaten) [102, 108, 109, 135, 137] dient die Gleichung (2.42). Darin sind
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die αi nicht unabha¨ngig, sondern unterliegen den Gelenkbindungen (1.117) in explizi-
ter Form. Mit J =
[
JT1 · · · JTnK
]T
, Γ =
[
ΓT1 · · · ΓTnK
]T
und δα = Jδq folgt aus
Gleichung (2.42)
δqTJTMJq¨ = δqTJT (Q−MΓ), (2.74)
wobei darin die virtuelle A¨nderung der generalisierten Koordinaten δq jetzt voneinan-
der unabha¨ngig sind. Daraus folgt die endgu¨ltige Form der Bewegungsgleichungen
JTMJq¨ = JTQ− JTMΓ. (2.75)
Mit der Massenmatrix Mq = J
TMJ und der rechten Seite Qq = J
TQ− JTMΓ folgt
die kompakte Form
Mqq¨ = Qq. (2.76)
Schleifenschließbedingungen
Die Bewegungsgleichungen (2.76) gelten fu¨r Mehrko¨rpersysteme mit Baumstruktur.
Fu¨r Systeme mit geschlossenen Schleifen sind die Koordinaten q nicht mehr unabha¨ngig
voneinander. Wie in Abschnitt 2.3.1 angedeutet, bestehen auch hier grundsa¨tzlich zwei
Mo¨glichkeiten die auftretenden Schließbedingungen zu behandeln [102, 108, 116, 136,
135, 137, 138]. Die Formulierung von impliziten Schleifenschließbedingungen fu¨hrt auf
ein DAE-System, das die gleichen Probleme mit sich bringt, die auch bei Mehrko¨rper-
systemen in Absolutkoordinaten auftreten. Die Elimination der abha¨ngigen Koordina-
ten mit Hilfe von expliziten Schließbedingungen fu¨hrt dagegen auf gewo¨hnliche Diffe-
rentialgleichungssysteme. Jedoch ist die Formulierung der expliziten Schließbedingun-
gen in analytischer Form nur in Sonderfa¨llen mo¨glich, weshalb i.Allg. ein numerischer
Ansatz erwu¨nscht ist. Die Vorgehensweise entspricht formal der aus Abschnitt 2.3.1.
Die impliziten Bindungsgleichungen aus Abschnitt 1.3.5 sind dabei ohne Einschra¨nkung
in diesem Zusammenhang als Schleifenschließbedingungen zu verstehen.
Ausgangspunkt sind im Folgenden die Bewegungsgleichungen (2.74) in der Form
δqT (Mqq¨−Qq) = 0, (2.77)
wobei nun die Gelenkkoordinaten q nicht mehr unabha¨ngig sind, sondern unterliegen
aufgrund von Schleifenschließbedingungen den impliziten Zwangsgleichungen (1.129).
Analoges gilt fu¨r die virtuelle A¨nderung der generalisierten Koordinaten, eine Aussage,
die mit Hilfe von (1.131) auf die Beziehung
Cqδq = 0 (2.78)
fu¨hrt. Beru¨cksichtigt man die generalisierten Schleifenschließkra¨fte in der Form
QS = −CTqλ, (2.79)
so folgt zuna¨chst
δqT (Mqq¨−Qq) = −δqTCTqλ = 0 ⇒ Mqq¨+CTqλ = Qq (2.80)
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und zusammen mit (1.132) die Bewegungsgleichungen in Gestalt eines differential-
algebraischen Gleichungssystems[
Mq C
T
q
Cq 0
] [
q¨
λ
]
=
[
Qq
Γq
]
. (2.81)
Wie schon in Abschnitt 2.3.1 angedeutet, ist auch hier bei der numerischen Integration
eine Koordinatenprojektion notwendig, um den Drift-Effekt zu kompensieren, jedoch
ist der Rechenaufwand hier deutlich geringer, da pro Schleife maximal sechs Bindungs-
gleichungen auftreten.
Der U¨bergang auf gewo¨hnliche Differentialgleichungen in den unabha¨ngigen Koor-
dinaten erfolgt mittels expliziten Schleifenschließbedingungen. Analog zur Koordina-
tenpartitionierung in Abschnitt (2.3.1), folgen mit der Aufteilung in abha¨ngige und
unabha¨ngige Koordinaten gema¨ß q =
[
qTu q
T
a
]T
aus Gleichung
δqT (Mqq¨−Qq) = 0 (2.82)
die Bewegungsgleichungen in Form eines gewo¨hnlichen Differentialgleichungssystems[
BTMB
]︸ ︷︷ ︸
Mu
q¨u =
[
BTQ−BTMb]︸ ︷︷ ︸
Qu
⇒ Muq¨u = Qu, (2.83)
wobei auch hier die Bindungsgleichungen analog zu Abschnitt 2.3.1 in der expliziten
Gestalt
q¨ = Bq¨u + b und δq = Bδqu (2.84)
formuliert werden ko¨nnen.
2.4 Zwangskra¨fte und -momente
2.4.1 Bewegungsgleichungen in Minimalkoordinaten
Wa¨hrend bei der Formulierung der Bewegungsgleichungen in Absolutkoordinaten ge-
ma¨ß Abschnitt 2.3.1 die Zwangsgro¨ßen explizit auftreten, bleiben bei der Aufstellung
der Bewegungsgleichungen in Minimalkoordinaten die Zwangskra¨fte und -momente auf-
grund des Prinzips von d’Alembert unberu¨cksichtigt. Fu¨r technische Fragestellungen
wie z.B die Dimensionierung von Bindungselementen sind die Reaktionsgro¨ßen jedoch
von entscheidender Bedeutung [108, 109, 135]. Fu¨r deren Berechnung kann ein rein
konstruktives Vorgehen herangezogen werden, in dem jeder Ko¨rper des betrachteten
Systems freigeschnitten wird. Die dadurch auftretenden Schnittgro¨ßen entsprechen da-
bei den Reaktionskra¨ften und -momenten, die durch Gleichgewichtsbetrachtungen er-
mittelt werden ko¨nnen. Ein solches Vorgehen ist im Hinblick auf große Systeme un-
handlich und fehleranfa¨llig. Vor allem im Hinblick auf eine Computerimplementierung
ist die Berechnung der Zwangsgro¨ßen mit Hilfe von impliziten Gelenkbindungen sehr
von Vorteil.
Aus der Formulierung der rekursiven Kinematik von Starrko¨rperketten ko¨nnen die
impliziten Bindungsgleichungen ermittelt werden. Betrachtet man zuna¨chst ein Gelenk
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Abbildung 2.5: Gelenkfreischnitt
Gij gema¨ß Abschnitt 1.3.1, so ko¨nnen die kinematischen Beziehungen auf Geschwindig-
keitsebene (1.63) zuna¨chst in der Form
[ −I r˜ij I 0
0 −I 0 I
]
︸ ︷︷ ︸[ −Φij I ]

R˙i
ωi
R˙j
ωj
 = [ AiJrijAiJωij
]
︸ ︷︷ ︸
Jij
q˙ij ⇒
[ −Φij I ] [ α˙iα˙j
]
= Jijq˙ij (2.85)
dargestellt werden. Wird die Bewegung des Grundko¨rpers vernachla¨ssigt und setzt man
eine regula¨re Nummerierung entlang einer Starrko¨rperkette bestehend aus n-Ko¨rpern
voraus, so gilt fu¨r das Gesamtsystem der kinematische Zusammenhang
I 0 0 · · · 0 0
−Φ12 I 0 · · · 0 0
0 −Φ23 I · · · 0 0
0 0 −Φ34 . . . 0 0
...
...
...
. . . . . .
...
0 0 0 · · · −Φn−1,n I


α˙1
α˙2
α˙3
...
α˙n−1
α˙n

=

J01q˙01
J12q˙12
J23q˙23
J34q˙34
...
Jn−1,nq˙n−1,n

, (2.86)
woraus sich mit der Blockdiagonalmatrix J¯ die abgeku¨rzte Form
Φ¯α˙ = J¯q˙. (2.87)
anschreiben la¨sst. Daraus ergibt sich auch der lineare Zusammenhang
Φ¯δα = J¯δq (2.88)
zwischen der virtuellen Verschiebung bzw. Verdrehung δα und der virtuellen A¨nderung
der Systemfreiheitsgrade δq. Mit der Jacobi-Matrix des Gesamtsystems gilt die nu¨tz-
liche Beziehung
Φ¯J = J¯ ⇒ J = Φ¯−1J¯. (2.89)
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Die in (2.85) definierte Matrix Φij spielt auch bei der Betrachtung der Zwangs-
gro¨ßen eine wichtige Rolle. Gegeben seien zwei ko¨rperfeste Punkte Pm und Pn eines
Starrko¨rpers. Greift beispielsweise in Pn die Kraft Fn und das Moment Mn an, so gilt
fu¨r einen Wechsel des Bezugspunktes von Pn nach Pm[
Fm
Mm
]
=
[
I 0
r˜mn I
] [
Fn
Mn
]
. (2.90)
Dabei bezeichnet r˜mn den Ortsvektor von Pm nach Pn. Mit den Abku¨rzungen fTm =[
FTm M
T
m
]
und fTn =
[
FTn M
T
n
]
folgt aus (2.90) die Matrixform
fm = Φ
T
mnfn. (2.91)
Fu¨r die Berechnung der Gelenkkra¨fte und -momente greift man auf die Bewegungs-
gleichungen des freigeschnittenen Systems zuru¨ck. Fu¨r das freie System bestehend aus
n-Ko¨rpern gilt im Hinblick auf (2.42)
δαT [Mα¨−Q] = δαTQG ⇒ Mα¨−Q = QG. (2.92)
Dabei stellt die Spaltenmatrix QG = QA + QZ die generalisierten Gelenkkra¨fte und
-momente dar, die sowohl die Antriebsgro¨ßen QA als auch die QZ Zwangsgro¨ßen bein-
haltet.
Betrachtet man ein freigeschnittenes Gelenk gema¨ß Abbildung 2.5, so ergibt sich
unter Beachtung von (2.91) fu¨r die virtuelle Arbeit der Gelenkgro¨ßen der Ausdruck
δWGij = −δαTi ΦTijfij + δαTj fij =
[
δαTi δα
T
j
] [ −ΦTij
I
]
fij. (2.93)
Summiert man die virtuelle Arbeit aller Gelenkkra¨fte, so ergibt sich im Hinblick auf
(2.85) und (2.87) der Ausdruck
δWG = δαT Φ¯T f , (2.94)
wobei fT =
[
fT01 f
T
12 · · · fTn−1,n
]
alle Gelenkkra¨fte und -momente beinhalten. Ein
Vergleich mit (2.92) ergibt
QG = Φ¯T f , (2.95)
woraus unter Beru¨cksichtigung von (2.92) die Gelenkkra¨fte und -momente in der Form
f = Φ¯−T (Mα¨−Q) (2.96)
folgen.
Anmerkung: Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen im Sinne von (2.92)
wurden die (bekannten) eingepra¨gten Kra¨fte und Momente in der Spaltenmatrix Q
beru¨cksichtigt. Somit stellt die Spaltenmatrix f ausschließlich Zwangsgro¨ßen dar. Bei
einem kinematisch gefu¨hrten System (d.h. bei Vorgabe von q, q˙, q¨ und damit auch von
α , α˙ und α¨) sind ha¨ufig nicht nur die unbekannten Zwangskra¨fte und -momente son-
dern auch die unbekannten Antriebsgro¨ßen von Interesse. Diese Problematik tritt be-
sonders im Hinblick auf biomechanische Untersuchungen mit Hilfe von Motion-Capture
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Systemen auf, wo auch die Ermittlung von resultierenden Muskelkra¨ften interessiert.
Ist also die Bewegung des Systems bekannt, so beinhaltet die Spaltenmatrix f nicht
nur Zwangsgro¨ßen sondern auch die unbekannten Antriebsgro¨ßen. Aus (2.94) folgt mit
δα = Jδq und Φ¯δα = J¯δq die Beziehung
δWG = δαT Φ¯T f = δqTJT Φ¯T f = δqT J¯T f = δqTτ . (2.97)
Dabei stellt
τ = J¯T f = JT Φ¯T f = JT (Mα¨−Q) (2.98)
die resultierenden Antriebsgro¨ßen der generalisierten Koordinaten q dar.
Schleifenschließkra¨fte und -momente
Abbildung 2.6: Schleifenschließkra¨fte und -momente
Der Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Reaktionskraftkoordinaten λij
und den Reaktionsgro¨ßen fm bzw. fn soll in Anlehnung an die Schleifenschließbedingun-
gen nach Abschnitt 1.3.5 am Beispiel einer Einzelschleife erla¨utert werden. Dabei stel-
len fTm =
[
FTm M
T
m
]
und fTn =
[
FTn M
T
n
]
die Schleifenschließkra¨fte und -momente
gema¨ß Abbildung 2.6 dar. Die zur betrachteten Einzelschleife dazugeho¨rigen verallge-
meinerten Reaktionskraftkoordinaten (Lagrange-Multiplikatoren) werden im Folgen-
den mit λij bezeichnet.
Mit δαTm = δα
T
i Φ
T
im und δα
T
n = δα
T
j Φ
T
jn lautet die virtuelle Arbeit der Schnitt-
gro¨ßen
δW S = δαTmfm + δα
T
n fn =
[
δαTi δα
T
j
] [ ΦTimfm
ΦTjnfn
]
. (2.99)
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Andererseits folgt aus (1.123) und (2.79)
δW S = − [ δαTi δαTj ]
[
CTαi
CTαj
]
λij, (2.100)
woraus ein Vergleich mit (2.99) die Schleifenschließkra¨fte und -momente
fm = −Φ−TimCTαiλij und fn = −Φ−Tjn CTαjλij (2.101)
liefert. Dabei sind die (hier konstanten) Matrizen Φim und Φjn analog zu (1.70) defi-
niert. Damit gilt hier
Φim =
[
I −r˜im
0 I
]
und Φjn =
[
I −r˜jn
0 I
]
.
2.4.2 Bewegungsgleichungen in Absolutkoordinaten
Mit der kinematischen Differentialgleichung ωk = Gkθ˙k bzw. δpik = Gkδθk (k = i, j)
ko¨nnen alle im vorhergehenden Abschnitt dargestellten Zusammenha¨nge auch auf Sy-
steme in abha¨ngigen Absolutkoordinaten u¨bertragen werden. Die als Schleifenschließ-
bedingungen formulierten Beziehungen sind nun als Gelenkbindungen im Sinne von
(1.151) zu verstehen.
Betrachtet wird im Folgenden ein einziges Gelenk mit den Zwangsbedingungen
C (q¯i, q¯j) = 0,
den dazugeho¨rigen verallgemeinerten Reaktionskraftkoordinaten (Lagrange - Multipli-
katoren) λij und den Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene in partitionierter
Form [
Cq¯i Cq¯j
] [ ˙¯qi
˙¯qj
]
= 0.
Fu¨r die einzelnen Starrko¨rper k = i, j gilt zuna¨chst der Zusammenhang zwischen
δα und der virtuellen A¨nderung der Absolutkoordinaten δq¯
δαk =
[
δRk
δpik
]
=
[
I 0
0 Gk
]
︸ ︷︷ ︸
G¯k
[
δRk
δθk
]
= G¯kδq¯k. (2.102)
Daraus ergibt sich im Hinblick auf (2.99) die virtuelle Arbeit der Gelenkkra¨fte und
-momente
δWZ =
[
δq¯Ti δq¯
T
j
] [ G¯Ti ΦTimfm
G¯Tj Φ
T
jnfn
]
. (2.103)
Analog zu (2.100) gilt unter Beru¨cksichtigung der Zwangskra¨fte in der Form (2.49)
ebenfalls die virtuelle Arbeit der Schnittgro¨ßen in Abha¨ngigkeit der verallgemeinerten
Reaktionskraftkoordinaten λ¯ij
δWZ = − [ δq¯Ti δq¯Tj ]
[
CTq¯i
CTq¯j
]
λ¯ij, (2.104)
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woraus sich im Hinblick auf (2.103) die Gelenkkra¨fte und -momente
fm = −Φ−Tim G¯−Ti CTq¯iλ¯ij und fn = −Φ−Tjn G¯−Tj CTq¯j λ¯ij (2.105)
ergeben.
Kapitel 3
Inverse Kinematik und Motion
Mapping
3.1 Inverse Kinematik
Unter der kinematischen Beschreibung eines Mehrko¨rpersystems versteht man eine
i.Allg. nichtlineare algebraische Berechnungsvorschrift, die einen Zusammenhang zwi-
schen den generalisierten Koordinaten q und der absoluten Lage und Orientierung
der einzelnen Ko¨rper herstellt. Jeder Satz von Gelenkkoordinaten q legt eindeutig
die Lage und Orientierung der einzelnen Segmente fest, die durch Auswertung der
Vorwa¨rtskinematik berechenbar ist. Im Hinblick auf serielle Service-Roboter, interes-
siert i.Allg. nur die absolute Lage und Orientierung des Greifers. Bei der inversen
Kinematik wird das letzte Glied der kinematischen Kette, der sog. Endeffektor, bewegt
und in die gewu¨nschte Lage gebracht. Die u¨brigen Glieder der kinematischen Kette
mu¨ssen dann entsprechend den Freiheitsgraden ihrer Gelenke passende Stellungen ein-
nehmen. Die Aufgabe der inversen Kinematik ist es, zu einer gewu¨nschten Position und
Orientierung des Endeffektors eine geeignete Konfiguration des Mehrko¨rpersystems zu
finden, d.h. einen Satz von Gelenkkoordinaten zu bestimmen, die das Erreichen der
Zielposition und -orientierung erlauben. Das Problem ist i.Allg. nicht eindeutig lo¨sbar.
Fu¨r die Lo¨sung des inversen Problems unterscheidet man grundsa¨tzlich drei Me-
thoden. Die geometrischen Methoden sind dadurch gekennzeichnet, dass man durch
rein geometrische U¨berlegungen Bestimmungsgleichungen ermittelt und daraus die un-
bekannten Gelenkkoordinaten bestimmt. Diese Methode ist in der Praxis nur einge-
schra¨nkt geeignet, da sie in der Regel nur auf ebene oder auf Systeme mit wenigen
Freiheitsgraden anwendbar ist. Eine weitere Methode aus der Klasse der analytischen
Verfahren ist der sog. algebraische Ansatz. Die Modellierung der Kinematik erfolgt da-
bei meistens mit Hilfe der Denavit-Hartenberg-Parameter. Durch sukzessive Invertie-
rung der Denavit-Hartenberg-Transformationsmatrizen ergeben sich algebraische Be-
stimmungsgleichungen fu¨r die Gelenkkoordinaten des Systems. Die Auswahl gu¨nstiger
Gleichungen fu¨r eine analytische Auflo¨sung ist in diesem Zusammenhang als große
Schwierigkeit zu sehen.
Wa¨hrend sich analytische Methoden nur in speziellen Fa¨llen zur Lo¨sung des inver-
sen Problems eignen, sind rein numerische Verfahren allgemein anwendbar. Aufgrund
dieses entscheidenden Vorteils, erfreuen sich numerische Methoden in der Praxis großer
Beliebtheit. Die Lo¨sung der inversen Kinematik ist in der Regel unabha¨ngig von der
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Topologie des Systems mo¨glich, wobei die Mehrdeutigkeit der Lo¨sung und die Singu-
larita¨ten an Arbeitsraumgrenzen hier als große Schwierigkeit zu nennen sind. Hinzu
kommen die starke Abha¨ngigkeit der Lo¨sung von den gewa¨hlten Anfangsbedingungen
und Konvergenzprobleme, die bei iterativen numerischen Methoden prinzipiell auftre-
ten. Der im Vergleich zu analytischen Methoden gro¨ßere Rechenaufwand numerischer
Methoden spielt jedoch im Hinblick auf Rechenanlagen der aktuellen Generation keine
Rolle mehr.
Das Problem der inversen Kinematik wurde vielfach in der Robotik untersucht.
Zur inversen Kinematik von Industrierobotern existiert eine Vielzahl an Arbeiten, wie
z.B. [73, 76, 78, 97, 100, 136, 138, 139]. Neuere Arbeiten konzentrieren sich auf die
Anwendung der inversen Kinematik im Bereich der Computeranimation von mensch-
lichen Figuren [44, 21, 15, 129, 82, 103, 14, 128, 84, 71, 94]. Dabei spielt vor allem die
Echtzeitfa¨higkeit der angewendeten Methoden und Verfahren eine wichtige Rolle.
Gegeben sei im Folgenden die absolute Lage RE (q) des ko¨rperfesten Koordina-
tensystems KE des Endeffektors einer Starrko¨rperkette, die durch Auswertung der
Vorwa¨rtskinematik fu¨r einen bestimmten Satz von Gelenkkoordinaten q eindeutig be-
stimmt ist. Entsprechend sei die Orientierung des Endeffektors bezu¨glich des Inerti-
alsystems u¨ber die Transformationsmatrix AE (q) gegeben. Die Zielposition RZ und
-orientierung AZ seien ebenfalls gegeben. Die Formulierung der inversen Kinematik
la¨sst sich damit auf die Lo¨sung eines nichtlinearen Gleichungssystems der Form
RE (q)−RZ = 0, (3.1)
AE (q)−AZ = 0
zuru¨ckfu¨hren. Wa¨hrend fu¨r die Lage des Endeffektors drei Gleichungen zur Verfu¨gung
stehen, sind fu¨r die Orientierung neun Bestimmungsgleichungen vorhanden, von de-
nen aber nur drei unabha¨ngig sind. Aus Konvergenzgru¨nden ist es deswegen sinnvoll,
nur drei der neun Bestimmungsgleichungen fu¨r die Orientierung zu betrachten. Dazu
soll zuna¨chst das Gleichungssystem AE (q) − AZ = 0 in ATZAE (q) = I umgeformt
werden. Mit der relativen Transformationsmatrix AZE = A
T
ZAE reduziert sich das
Gleichungssystem auf
AZE (q) = I,
woraus mit der Cayley-Formel AZE = (I− SZE)−1 (I+ SZE) die Umformung
(I− SZE)−1 (I+ SZE) = I ⇒ SZE = s˜ZE = 0 ⇒ sZE = 0
gelingt. Mit der Transformation des Rodrigues-Vektors sZE u¨ber AZsZE = s in das
Inertialsystem lautet das zu (3.1) a¨quivalente Gleichungssystem
RE (q)−RZ = 0, (3.2)
s (q) = 0.
Damit stehen sechs Gleichungen in der impliziten Form f (q) = 0 fu¨r die Bestimmung
der Gelenkkoordinaten q zur Verfu¨gung. Fu¨r die numerische Behandlung mit Hilfe des
Newton-Raphson-Verfahrens ist zuna¨chst eine Linearisierung
f (qi) + fq (qi) (q− qi) = 0
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um die Stelle qi notwendig, woraus sich die Iterationsvorschrift
qi=1 = q0,
qi+1 = qi +∆qi mit ∆qi = − [fq (qi)]−1∗ f (qi) (3.3)
ableiten la¨sst. Ausgehend von den Anfangsbedingungen q0 la¨sst sich die Iteration
fortfu¨hren, bis die Fehlertoleranz max |f (qi+1) | < ε unterschritten wird. Das ∗-Symbol
bei der Invertierung der Jacobi-Matrix fq (qi) soll darauf hindeuten, dass an dieser Stelle
eine Fallunterscheidung notwendig ist. Besitzt das betrachtete System sechs Freiheits-
grade, existiert fu¨r die sechs unbekannten Gelenkkoordinaten q im allgemeinen eine
eindeutige Lo¨sung. Damit entspricht [fq (qi)]
−1∗ = [fq (qi)]
−1 einer echten Matrixinver-
sion.
Fu¨r ein System mit weniger als sechs Freiheitsgraden stehen mehr Gleichungen als
Unbekannte zur Verfu¨gung. Dies ist nicht von großer praktischer Bedeutung, denn
das Anfahren einer Position wa¨re mit dem betrachteten System nicht mo¨glich. Einen
Ausweg fu¨r u¨berbestimmte Systeme stellt die Formulierung als Optimierungsproblem
in der Form
RE (q)−RZ
s (q)
}
= min
q
dar.
Fu¨r Systeme mit mehr als sechs Freiheitsgraden stehen weniger Gleichungen als
Unbekannte zur Verfu¨gung. Damit sind einige Komponenten von qi frei wa¨hlbar. Fu¨r
unterbestimmte Systeme stellt [fq (qi)]
−1∗ = [fq (qi)]
† die Pseudo-Inverse von fq (qi)
dar. Damit wird aus der Vielzahl mo¨glicher Lo¨sungen diejenige mit der kleinsten Norm
‖qi+1 − qi‖2 ausgewa¨hlt.
Die Jacobi-Matrix fq (q) la¨sst sich mit Hilfe der Vorwa¨rtskinematik aus der absoluten
Geschwindigkeit R˙E und der Winkelgeschwindigkeit ωE des Endeffektors[
R˙E
ωE
]
=
[
JRE
JωE
]
q˙
ableiten. Fu¨r die Winkelgeschwindigkeit gilt der Zusammenhang
ωE = 2
s˙+ s× s˙
1 + sT s
.
Daraus ergibt sich fu¨r die zeitliche Ableitung des Rodrigues-Vektors
s˙ =
1
2
(
I+ s˜
1 + sT s
)−1
ωE,
woraus mit ωE = J
ω
E q˙ die Jacobi-Matrix
fq (q) =
[
JRE
1
2
(
I+s˜
1+sT s
)−1
JωE
]
folgt. Unterliegt das betrachtete System mehreren Bindungen, so la¨sst sich das darge-
stellte Verfahren entsprechend anwenden. Die n Bindungen in der Form (3.2) werden
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dabei zu der Vektorfunktion
f (q) =
 f1 (q)...
fn (q)
 =

R1 (q)−RZ,1
s1 (q)
...
Rn (q)−RZ,n
sn (q)
 = 0
zusammengefasst. Entsprechendes gilt fu¨r die Jacobi-Matrix fq.
Die inverse Kinematik spielt im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 588 eine wich-
tige Rolle. Die echtzeitfa¨hige Lo¨sung des inversen kinematischen Problems fu¨r die red-
undanten Roboterarme im Kontext der Bewegungsplanung und der Analyse von Greif-
und Manipulationsaufgaben ist in diesem Zusammenhang zu nennen. Auch im Hin-
blick auf die Kooperation zwischen Mensch und Roboter muss der Roboter u¨ber ein
mo¨glichst detailgetreues Abbild des Menschen verfu¨gen. Er muss bewerten ko¨nnen, wie
gut der Mensch aufgrund seiner anatomischen Voraussetzungen in der aktuellen Situa-
tion agieren kann. Voraussetzung dafu¨r ist ebenfalls eine zuverla¨ssige und echtzeitfa¨hige
Lo¨sung der inversen Kinematik.
Abbildung 3.1: Verschiedene Lo¨sungen der inversen Kinematik
Ein Beispiel fu¨r die Anwendung der inversen Kinematik auf ein redundantes Mensch-
modell ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Dieses Beispiel verdeutlicht auch die Proble-
matik, die vor allem bei redundanten Systemen auftritt. Aus allen mo¨glichen Lo¨sungen
der inversen Kinematik werden hier nur 4 herausgegriffen und dargestellt. Das unter-
suchte Modell besitzt 40 Freiheitsgrade und unterliegt 18 Zwangsbedingungen, na¨mlich
2×6 Zwangsbedingungen fu¨r Lage und Orientierung der Fu¨ße und 2×3 Lagebedingun-
gen fu¨r die Ha¨nde. Die Fu¨ße des Modells werden demzufolge am Boden festgehalten,
wa¨hrend die Ha¨nde eine vorgegebene Zielposition erreichen mu¨ssen (in Abbildung 3.1
durch die eingezeichneten Koordinatensysteme gekennzeichnet). Allen Lo¨sungen liegen
die gleichen Anfangsbedingung q0 zu Grunde.
Interessant ist die Auswirkung der Berechnungsmethode auf die erhaltene Lo¨sung.
In Abbildung 3.1-1 ist die Lo¨sung graphisch dargestellt, die mittels eines Optimierungs-
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verfahrens der Form
1
2
n∑
j=1
fj (q)
2 = min
q
erzeugt wurde. Die na¨chsten drei Lo¨sungen wurden mit Hilfe des Newton-Raphson-
Verfahrens (3.3) generiert, wobei sie sich in der Berechnung von ∆qi unterscheiden.
Fordert man fu¨r jeden Iterationsschritt i zusa¨tzlich die Bedingung
‖qi − q0 +∆qi‖2 = min∆q , (3.4)
so ergibt sich fu¨r ∆qi die Beziehung
∆qi = −f †q (qi) f (qi) +
[
I− f †q (qi) fq (qi)
]
(q0 − qi) , (3.5)
wobei f †q (qi) die Pseudo-Inverse von fq (qi) bezeichnet. Die Bedingung (3.4) bewirkt
somit, dass die berechnete Stellung des Modells mo¨glichst nahe an der Ausgangsstellung
liegt. Das Ergebnis ist in Abbildung 3.1-2 zu sehen. Fordert man hingegen
‖∆qi‖2 = min∆q , (3.6)
so wird diese Bedingung durch die Lo¨sungsvorschrift
∆qi = −f †q (qi) f (qi) (3.7)
erfu¨llt. Sie entspricht der Lo¨sung mit der kleinsten quadratischen Norm von ∆qi, die in
Abbildung 3.1-3 dargestellt ist. Mit anderen Worten: es werden mo¨glichst alle Gelenke
mo¨glichst wenig bewegt.
Alternativ dazu kann auch eine sog. Basislo¨sung des unterbestimmten Gleichungssys-
tems ermittelt werden. Dabei ist die Anzahl der von Null verschiedenen Elementen des
Lo¨sungsvektors ∆qi identisch mit dem Rang der Matrix fq (qi). Diese spezielle Lo¨sung
findet man beispielsweise mit Hilfe des in Matlab inplementierten \ - Operators u¨ber
∆qi = −fq (qi) \f (qi) . (3.8)
Die so ermittelte Lo¨sung ist in Abbildung 3.1-4 zu sehen. Die Konsequenz von (3.8)
ist, dass wa¨hrend der Iteration mo¨glichst wenige Gelenke bewegt werden.
3.2 Motion Mapping
Unter Motion Mapping soll hier die U¨bertragung einer gemessenen Bewegung auf ki-
nematische Starrko¨rpermodelle verstanden werden.
Im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 588 sind Konzepte, Methoden und kon-
krete mechatronische Komponenten fu¨r einen humanoiden Roboter zu entwickeln, der
seinen Arbeitsbereich mit dem Menschen teilt. Damit der Roboter vom Menschen als
ein hilfreicher Assistent empfunden wird, sollte er u¨ber eine humanoide Gestalt mit den
gleichen kinematischen Mo¨glichkeiten und Beschra¨nkungen verfu¨gen. Als hervorzuhe-
bende Eigenschaft bezu¨glich der Bewegungsmo¨glichkeit ist die Lernfa¨higkeit des Sys-
tems anzugeben, da hierdurch der Roboter an neue, ihm bisher unbekannte Aufgaben
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herangefu¨hrt werden kann; neue Bewegungen werden mit Hilfe des Menschen erlernbar
und ko¨nnen von dem Benutzer interaktiv korrigiert werden. Ein humanoider Robo-
ter mit Menschengestalt und -kinematik ist daher zweckma¨ßig. Das Bewegungssystem
und damit das Verhalten des Roboters sollen auf menschena¨hnliche Bewegungen zuge-
schnitten sein. Ziel ist es, sich der kinematischen und motorischen Leistungsfa¨higkeit
des Menschen zu na¨hern.
Um eine Kooperation zwischen Mensch und Roboter zu ermo¨glichen, muss der Ro-
boter ein exaktes Bild von den Bewegungsabla¨ufen des Menschen besitzen. Er muss
erkennen, welche Bewegung der Mensch augenblicklich ausfu¨hrt, er muss zuverla¨ssig
die Fortfu¨hrung der Bewegung scha¨tzen und er muss bewerten, wie gut der Mensch auf-
grund seiner anatomischen Voraussetzungen in der aktuellen Situation agieren kann.
Deshalb wird in einem Teilprojekt (M3) innerhalb des SFB in ausfu¨hrlichen Studi-
en untersucht, welche Bewegungsmuster Menschen zur Bewa¨ltigung konkret gestellter
Aufgaben bevorzugen. Anhand von Videoexperimenten wird ermittelt, wie sich be-
stimmte Personengruppen bei konkreten Alltagsaufgaben verhalten, welche Freiheits-
grade eine Person bei wiederholtem Ausfu¨hren einer gestellten Aufgabe bewegt und
welche Bewegungsmuster dabei typisch sind. Um diese Aufgabenstellungen erfolgreich
umsetzen zu ko¨nnen, sind zuna¨chst detaillierte Modelle des Menschen erforderlich. Da-
bei mu¨ssen die Modelle in der Lage sein, die wesentlichen kinematischen Merkmale des
Menschen abzubilden. Kapitel 4 behandelt diese Problematik. Im na¨chsten Schritt ist
die gemessene Bewegung des Menschen auf das Modell zu u¨bertragen.
In diesem Zusammenhang werden in der Fachliteratur oft Ansa¨tze vorgeschlagen,
welche die Rekonstruktion der Gelenkkoordinaten u¨ber einfache geometrische Bezie-
hungen ermo¨glichen. Dabei werden die sog. Marker so platziert, dass ihre Verbindungs-
gerade die Segmente des Modells bilden. Als Gelenkwinkel werden die von den Gera-
den eingeschlossenen Winkel definiert, die sich aus dem Skalarprodukt zweier Vektoren
ergeben. Werden zusa¨tzlich noch Informationen u¨ber die Richtung der Gelenkachsen
beno¨tigt, so werden weitere Markerpunkte an anatomischen Stellen des Probanden
befestigt. Die Gelenkachsen werden ebenfalls als Verbindungsgerade zweier Marker de-
finiert.
Im Gegensatz dazu wird hier ein Starrko¨rpermodell zu Grunde gelegt. Damit dient
als Basis fu¨r die Berechnung ein gelenkgekoppeltes Starrko¨rpersystem, das die gesamte
Modellinformation tra¨gt. Somit wird sichergestellt, dass unterschiedliche Markerkonfi-
gurationen keinen Einfluss auf die Modellparameter haben. Die vorliegende Arbeit ver-
folgt den Ansatz, mit Hilfe einer optimierungsbasierten inversen Kinematik die gemes-
sene Bewegung auf ein kinematisches Modell zu u¨bertragen. U¨bergeordnetes Ziel ist die
Erstellung einer Bewegungsdatenbank, die sowohl Simulationsmodelle in verschiedenen
Reduktionsstufen als auch die gemessenen bzw. berechneten Bewegungsabla¨ufe entha¨lt.
Die einzelnen Arbeitsschritte von der Messung bis hin zur Bewegungsu¨bertragung auf
die Starrko¨rpermodelle soll im Folgenden skizziert werden.
3.2.1 Motion Capture
Unter Motion Capture soll hier die Messung von menschlichen Bewegungen mit Hil-
fe eines optischen, beru¨hrungslosen Bewegungserfassungssystems verstanden werden.
Die Bewegungserfassung wurde am Institut fu¨r Sport und Sportwissenschaft der Uni-
versita¨t Karlsruhe durchgefu¨hrt und schafft die Grundlage fu¨r die Erstellung einer
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Abbildung 3.2: Markerset fu¨r Ganzko¨rperbewegungen
Bewegungsdatenbank. Dabei kommt das Vicon motion capturing system (MX 13) zum
Einsatz. Die menschlichen Testpersonen werden mit sog. Marker beklebt, die Licht
im Infrarotbereich reflektieren. Mehrere Spezialkameras verfolgen die Bewegungen der
Markerpunkte, wobei eine Bewegungserfassungssoftware die ra¨umliche Trajektorie er-
mittelt. Da die Messung auf der Basis eines optischen Verfahrens arbeitet, kommt es
unter Umsta¨nden zur sog. Markerverdeckung. Im Rahmen des SFB wurde deshalb ein
redundantes Markerset entwickelt, das die Nachteile eines optischen Trackingsystems
kompensiert. Es besteht aus ca. 80 Markern, die an anatomischen Stellen des mensch-
lichen Ko¨rpers angebracht werden. In Abbildung 3.2 ist ein Markerset dargestellt, das
zur Erfassung einer Ganzko¨rperbewegung benutzt wurde.
Abbildung 3.3: Markerset der rechten Hand
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Fu¨r Detailuntersuchungen wie z.B. Greifvorga¨nge oder Objektmanipulationen, steht
das in Abbildung 3.3 dargestellte Markerset der menschlichen Hand zur Verfu¨gung.
Ergebnis dieser Messung ist stets ein Satz von ra¨umlichen Markertrajektorien, die im
Folgenden mit R¯m bezeichnet werden.
3.2.2 U¨bertragung der Bewegung
Im Folgenden sei die Kinematik eines Starrko¨rpersystems mit Baumstruktur beste-
hend aus b = 1, . . . , nK Ko¨rpern gegeben. Die absolute Lage Rb und Orientierung
Ab der ko¨rperfesten Referenzsysteme Kb der einzelnen Ko¨rper sei damit als Funkti-
on der generalisierten Koordinaten q eindeutig bestimmt. Weiterhin seien auch die
Geschwindigkeit R˙b = J
r
bq˙ und die Winkelgeschwindigkeit ωb = J
ω
b q˙ gegeben, wo-
bei Jrb die Jacobi-Matrix der Translation und J
ω
b die Jacobi-Matrix der Rotation des
Ko¨rpers b bezeichnen. Ein sog. Markerset legt eindeutig die Zuordnung der insgesamt
m = 1, . . . , nM Markerpunkte der einzelnen Starrko¨rper fest. Weiterhin sei vorausge-
setzt, dass zu jedem Marker Mm die entsprechende absolute Trajektorie R¯m(t) aus
der Motion-Capture-Messung existiert. Die wa¨hrend der Messung verwendeten Mar-
kerpunkte des realen Systems, werden im Folgenden mit M¯m bezeichnet. Ein Marker
Abbildung 3.4: Absolute und relative Position eines Markers
Mm wird u¨ber seine relative Lage rbm bezu¨glich des ko¨rperfesten Koordinatensystems
des Ko¨rpers b definiert. Damit ergibt sich fu¨r die absolute Lage des Markers m gema¨ß
Abbildung 3.4 die Beziehung
Rm = Rb +Abr
b
m. (3.9)
Aus der absoluten Geschwindigkeit
R˙m = R˙b − r˜mωb (3.10)
la¨sst sich auch die Jacobi-Matrix des betrachteten Markers
Jm = J
r
b − r˜mJωb (3.11)
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angeben, wobei damit der Zusammenhang
R˙m = Jmq˙ (3.12)
besteht. Die Berechnung der Gelenkkoordinaten q des Mehrko¨rpersystems erfolgt mit
Hilfe eines nichtlinearen Optimierungsproblems in der Form
min
q
1
2
‖F (q)‖22 (3.13)
mit der nM × 1 Vektorfunktion
F (q) =
 f1 (q)...
fnM (q)
, (3.14)
wobei nM die Anzahl der Marker darstellt. Die einzelnen Vektorfunktionen bilden u¨ber
fm (q) = R¯m −Rm (q) (3.15)
das Residuum zwischen der gemessenen Markerposition R¯m und der absoluten Mar-
kerposition Rm (q) des Markers m des Mehrko¨rpersystems. Zur Lo¨sung des Optimie-
rungsproblems (3.13) ist die Funktionalmatrix der Gleichung (3.14) erforderlich, die
sich aus den Jacobi-Matrizen Jm aller Marker m = 1, . . . , nM
Fq (q) =
 J1 (q)...
JnM (q)

ergibt. Die Lo¨sung von (3.13) fu¨r jeden diskreten Zeitpunkt (Frame) ergibt die Gelenk-
koordinaten q des Systems. Fu¨r die Anfangsbedingungen der numerischen Lo¨sung zum
Zeitpunkt tn+1 wird die Lo¨sung des Zeitschritts tn gewa¨hlt.
Die Formulierung (3.13) ist ein klassisches nichtlineares Optimierungsproblem, das
durch eine große Anzahl von Standardmethoden gelo¨st werden kann. Fu¨r die Berech-
nungen, die in dieser Arbeit durchgefu¨hrt wurden, finden nichtlineare Optimierungsver-
fahren der Matlab Optimization Toolbox Anwendung, mit deren Hilfe numerisch stabile
und effiziente Lo¨sungen erzielt wurden.
Der verwendete Ansatz zur Bewegungsu¨bertragung steht und fa¨llt mit der Definition
des Markersets. Zuna¨chst mu¨ssen soviel Marker zur Verfu¨gung stehen, wie zur eindeu-
tigen Beschreibung der Lage und der Orientierung der Starrko¨rper notwendig sind.
Zwar kann die gewa¨hlte Methode auch auf redundante Systeme angewendet werden,
jedoch zeigt die dabei erzielte Lo¨sung eine starke Abha¨ngigkeit von dem numerischen
Lo¨sungverfahren. Auch das Problem der Markerverdeckung sei in diesem Zusammen-
hang erwa¨hnt. Der Verlust der Information u¨ber die absolute Markerposition wa¨hrend
eines Optimierungslaufs macht sich im Hinblick auf die Rekonstruktion der Bewegung
negativ bemerkbar. Einen entscheidenden Einfluss auf die Qualita¨t der Lo¨sung hat
jedoch die Festlegung der relativen Markerpositionen rm. Grundsa¨tzlich la¨sst sich fest-
stellen, dass die Markerpositionen des Modells denen des realen Systems entsprechen
mu¨ssen. Eine ungenaue Platzierung der Marker oder sogar eine falsche Zuordnung
Marker - Starrko¨rper fu¨hrt auf ein unbrauchbares Modellverhalten.
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3.3 Beispiele und Anwendungen
Zum Abschluss des Kapitels soll das Hauptaugenmerk auf die Anwendungen der oben
vorgestellten Methoden gerichtet werden. Im Zusammenhang mit der im Rahmen des
SFB 588 erstellten Bewegungsdatenbank bildet das dargestellte Motion-Mapping die
Berechnungsgrundlage. Der Bewegungskatalog beinhaltet mehr als 1600 Basisbewegun-
gen des Menschen. Zu jeder Bewegung geho¨ren neben den gemessenen Rohdaten auch
die rekonstruierten Gelenkkoordinaten und die entsprechenden Visualisierungen. Da-
bei kommen Modelle in verschiedenen Reduktionsstufen zum Einsatz. Aus dem großen
Umfang des Bewegungskataloges sollen im Folgenden zwei Beispiele herausgegriffen
werden. In Abbildung 3.5 ist eine Bewegung zu sehen, die typisch fu¨r die aufgenomme-
nen Zeigegesten ist. Dabei wurden die Probanden aufgefordert, auf bestimmte Punkte
im Raum zu zeigen. Neben der Initialisierung der Berechnung (a, b) sind weitere drei
Frames (c, d, e) der Bewegung zu erkennen.
Abbildung 3.5: Beispiel: Zeigegeste
Das na¨chste Beispiel macht deutlich, dass die gemessene Bewegung nicht nur auf
detaillierte Menschmodelle u¨bertragbar ist, sondern auch auf Starrko¨rpermodelle des
Roboters. In diesem Zusammenhang ist die U¨bertragung der Bewegung auf ein Sy-
stem mit einer deutlich geringeren Anzahl an Freiheitsgraden als die große Schwie-
rigkeit zu sehen. Betrachtet wird eine menschliche Bewegung, die das Ausra¨umen ei-
ner Spu¨lmaschine darstellt. Dabei stehen sich zwei Modelle gegenu¨ber, na¨mlich ein
detailliertes Menschmodell mit 75 Freiheitsgraden und das Modell des SFB-Roboters
ARMAR-III. Im Gegensatz zum verwendeten Modell des Menschen besitzt der Roboter
nur 24 Freiheitsgrade, wobei die Gelenke ausschließlich u¨ber ideale Dreh-, Kardan- und
Kugelgelenke modelliert sind. Die Roboterplattform besitzt gegenu¨ber der Umgebung
zwei translatorische Freiheitsgrade in der horizontalen Ebene und einen rotatorischen
Freiheitsgrad um eine zur Ebene senkrechten Achse. In Abbildung 3.7 sind mehrere Fra-
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mes der Simulation dargestellt. Wa¨hrend die Bildfolge 3.7 keine großen Unterschiede
erkennen la¨sst, zeigt ein Blick auf Abbildung 3.6 den Einfluss der Freiheitsgradredukti-
on auf das Modellverhalten. Gegenu¨bergestellt sind die Quadratsummen der Residuen,
die sich wa¨hrend des Optimierungslaufs ergeben haben. Dabei zeigt sich, dass das Simu-
lationsmodell des Menschen mit seiner menschena¨hnlichen Kinematik deutlich besser
der Originalmessung folgen kann.
Abbildung 3.6: Quadratsumme der Residuen
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Abbildung 3.7: Beispiel: Spu¨lmaschine
Kapitel 4
Biomechanische Modelle des
Menschen
4.1 Stand der Forschung
Der menschliche Ko¨rper ist aus mechanischer Sicht ein komplexes System mit weit
u¨ber 100 Gelenken und mit einer Vielzahl von Freiheitsgraden. Die Gliedmaßen wer-
den durch etwa 750 Muskeln bewegt. Aufgrund dieser Komplexita¨t sind Approxi-
mationen bei der Modellierung unumga¨nglich. Fu¨r die Abbildung von Effekten, bei
denen die Kontinuumseigenschaften des Ko¨rpers dominieren, ist die Finite-Element-
Methode ein ha¨ufig eingesetztes Verfahren. Aufgrund des hohen Rechenaufwands eig-
net sie sich nur fu¨r Detailuntersuchungen wie z.B. fu¨r die Ermittlung von Gelenkbe-
lastungen. In der biomechanischen Modellierung des menschlichen Ko¨rpers hat sich
daher die Starrko¨rpermodellierung durchgesetzt. Die komplexe Ganzko¨rperbewegung
des menschlichen Ko¨rpers wird ausreichend genau durch diesen Starrko¨rperansatz re-
produziert. Aus diesem Grund finden Starrko¨rpermodelle Anwendung sowohl in der
Biomechanik und der Medizin [45, 46, 51, 57, 74, 142] als auch in der Sportwissen-
schaft und Robotik [10, 17, 77, 118, 140].
Fu¨r die korrekte biomechanische Modellierung werden die signifikanten geometri-
schen und physikalischen Daten des menschlichen Ko¨rpers beno¨tigt. Sie umfassen zum
einen die mechanischen Eigenschaften des Ko¨rpers, d.h. die Segmentierung, die Seg-
mentla¨ngen, die Gelenktypen, die Gelenkpositionen, die Massen der Ko¨rper, die Schwer-
punktlagen sowie die Tra¨gheitstensoren der Segmente. Zum anderen erfordert die Mo-
dellierung der aktiven Elemente (Muskel) eine Vielzahl von Parametern wie z.B. die
Muskella¨ngen und die Position der Krafteinleitungspunkte. Grundsa¨tzlich sind vor al-
lem die inneren anthropometrischen Daten schwer zu ermitteln. Hinzu kommt, dass die
Daten in der Regel stark interindividuell variieren. Verbreitet sind Ansa¨tze, welche die
fu¨r die Modellierung beno¨tigten Daten auf der Basis einer aufwa¨ndigen, a¨ußerlichen
Vermessung ermitteln. Beispiele dafu¨r sind die Arbeiten von Gu¨nther [46], Hahn [47],
Hanavan Jr. [48], Henze [57], Hatze [52]. Ha¨ufig werden durch geometrische Approxi-
mationen und vereinfachende Annahmen anthropometrische Daten abgeleitet, die der
Messung nicht zuga¨nglich sind.
Biomechanische Modelle des Menschen sind auch in kommerziellen Systemen zu fin-
den, die beispielsweise in der Automobilindustrie vielfach fu¨r Ergonomieuntersuchun-
gen verwendet werden. Dazu za¨hlen z.B. das Menschmodell Ramsis [4] von Human
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Solutions und die Anthropos ErgoMax Modelle [2]. Zahlreiche biomechanische Softwa-
repakete (AnyBody [1], LifeMod [3], SIMM [5]) bringen eine Reihe von Standardmo-
dellen mit sich. Dabei sind sowohl biomechanische Modelle einzelner Ko¨rperregionen
als auch Ganzko¨rpermodelle verfu¨gbar.
Der menschliche Arm ist in der Literatur ein oft diskutiertes Teilsystem des mensch-
lichen Ko¨rpers. Er bildet meistens die Grundlage fu¨r die Modellierung und den Entwurf
humanoider Roboterarme. Die im Bereich Robotik entwickelten Modelle zeichnen sich
vor allem durch ihre kinematische Einfachheit aus. Typische Beispiele sind die Modelle
von Benati et al. [16], Fazel-Rezai et al. [40], Harrington [49], Lenarcic und Umek [75]
und Potkonjak und Krstulovic [96]. Charakteristisch fu¨r die im Bereich der Biome-
chanik entwickelten Armmodelle ist ihr direkter Bezug zur Anatomie des Menschen.
Einen U¨berblick u¨ber existierende Modelle gibt King [70]. Umfassende Modelle und
Beschreibungen des menschlichen Arms bzw. der oberen Extremita¨ten finden sich auch
bei Holzbaur et al. [59], Kapandji [67] und Tillmann et al. [127].
Fu¨r die Analyse des menschlichen Ganges werden ha¨ufig Modelle der unteren Extre-
mita¨ten eingesetzt, die sich im Hinblick auf die Anzahl der Freiheitsgrade, Gelenktypen
und Topologie deutlich unterscheiden. Typisch fu¨r die im Bereich der Biomechanik und
der Medizin entstandenen Modelle ist die detailgetreue Modellierung der menschlichen
Kinematik. Diese Modelle eignen sich besonders fu¨r medizinische und sportwissen-
schaftliche Studien [29, 30, 31]. Im Gegensatz dazu stehen Arbeiten aus dem Bereich
der Robotik, deren Fokus eher auf das zweibeinige Gehen gerichtet ist. In diesem Fall
spielt die exakte Modellierung des Menschen eine eher untergeordnete Rolle. Die ver-
wendeten Modelle weisen in der Regel eine sehr einfache Starrko¨rperkinematik auf
[57, 46].
Das Kniegelenk ist das am ha¨ufigsten von Verletzungen betroffene Gelenk des Men-
schen, wobei die Ursache in der hohen mechanischen Beanspruchung zu sehen ist. Zahl-
reiche Arbeiten aus Medizin, Prothetik, Biomechanik und Sportwissenschaft widmen
sich deshalb diesem Teilsystem [89, 113, 114, 141]. Dazu geho¨rt sowohl die Untersu-
chung der mechanischen Eigenschaften als auch die Analyse von Bewegungsabla¨ufen
mit Hilfe von biomechanischen Simulationsmodellen. In [54, 55, 58] wird ein U¨berblick
zu den verschiedenen Modellierungsansa¨tzen gegeben. Dabei wird i.Allg. zwischen ki-
nematischen und dynamischen Kniemodellen unterschieden, wobei sich letztere oft nur
auf zweidimensionale, quasi-statische Untersuchungen beschra¨nken.
Im Bereich der Synthese und Analyse der menschlichen Bewegung unterscheidet man
hauptsa¨chlich zwischen Skelettmodellen und Muskel-Skelett-Modellen. Modelle, die ne-
ben dem Skelettmodell auch entsprechende Muskelmodelle beinhalten, ermo¨glichen
die genaue Bestimmung der Belastung des Bewegungsapparates [8, 72, 91, 104]. Da
in der Regel mehrere Muskeln ein Gelenk umspannen, handelt es sich um ein sog.
u¨beraktuiertes System. Die Bewegungsgleichungen stellen hinsichtlich der Kraftanre-
gung ein unterbestimmtes Gleichungssystem dar. Die Hauptschwierigkeit liegt darin,
die muskula¨ren Belastungen im Sinne einer inversen Dynamik zu bestimmen. In der
Literatur finden sich verschiedene Ansa¨tze, die sich diesem Problem widmen [99, 29,
92, 125, 50].
Die Schlu¨sselfrage bei der Modellierung mechanischer Systeme und damit fu¨r die
Aufstellung effektiver Mehrko¨rperprogramme ist die geeignete Wahl von Koordina-
ten. Im Hinblick auf die Motion-Capture Anwendungen scheint die Modellierung in
natu¨rlichen Koordinaten auf den ersten Blick als sehr sinnvoll. Ausgangspunkt der Un-
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tersuchung sind ja stets die Absolutkoordinaten der Markerpunkte, die mit Hilfe der
Motion-Capture-Technik ermittelt werden. Es liegt also nahe, diese Koordinaten direkt
zur Beschreibung des Mehrko¨rpersystems zu verwenden. In der Literatur gibt es dazu
zahlreiche Anwendungen, wie z.B. [7, 41, 117] und [121]. Um aus den Motion-Capture
Daten zu einem Starrko¨rpermodell zu gelangen, sind zuna¨chst Starrko¨rperbindungen
zu erfu¨llen. Das sind in der Regel sehr einfache quadratische Abstands- oder Winkel-
beziehungen. Die Gelenkbindungen besitzen ebenfalls eine einfache Form, sodass eine
numerisch effiziente Auswertung genauso mo¨glich ist. Entscheidender Nachteil ist aber
die große Anzahl an kinematischen Bindungen. Beispiel Doppelpendel: die Beschrei-
bung der Starrko¨rper durch zwei Punkte und zwei Einheitsvektoren erfordert sechs
Starrko¨rperbindungen. Die zwei Drehgelenke erfordern weitere zehn Gelenkbindungen,
also insgesamt zweiundzwanzig Gelenkbindungen fu¨r ein simples System mit zwei Frei-
heitsgraden. Bei einem Menschmodell mit u¨ber hundert Freiheitsgraden explodiert die
Anzahl der Bindungsgleichungen fo¨rmlich. Hinzu kommt die in der Regel schlechte
Kondition der Systemgleichungen, die numerisch Schwierigkeiten bereiten. (z.B. wenn
ein Starrko¨rper durch zwei Einheitsvektoren und zwei Punkte in großem Abstand be-
schrieben wird). Als großer Vorteil ist aber der simple Aufbau der Systemgleichungen
zu nennen [41, 68].
Die Elimination der Starrko¨rperbindungen fu¨hrt auf die Beschreibung der Starr-
ko¨rper durch drei Koordinaten fu¨r die Lage und drei fu¨r die Orientierung. Die impliziten
Gelenkbindungen sind nach wie vor no¨tig. Im Hinblick auf die in dieser Arbeit verwen-
dete Methode, Motion-Capture-Daten auf Starrko¨rpersysteme zu projizieren, fu¨hrt das
zu einem nichtlinearen Optimierungsproblem mit nichtlinearen Nebenbedingungen. Bei
großen Systemen ist das praktisch nur schwierig zu realisieren.
Modelle in Relativkoordinaten fu¨hren unter dem gleichen Aspekt zur nichtlinearen
Optimierung ohne Nebenbedingungen, weil die Gelenkbindungen durch explizite Bin-
dungen erfu¨llt sind. Nebenbedingungen die nur durch Angabe von Bereichsgrenzen der
Gelenkkoordinaten auftauchen, sind unkritisch. Auch im Hinblick auf die Systemtopo-
logie, ist die Modellierung in Gelenkkoordinaten sinnvoll, da die menschliche Kinematik
Baumstruktur besitzt. Die durch Bindungen an die Umgebung auftretenden geschlosse-
nen Schleifen, sind i.Allg. numerisch realisierbar und in der Regel unkritisch. Deshalb
fa¨llt in dieser Arbeit die Entscheidung auf eine rekursive Modellierung der Kinema-
tik vorwiegend in Minimalkoordinaten. Die in diesem Zusammenhang entstandenen
Modelle werden im na¨chsten Abschnitt behandelt.
4.2 Simulationsmodelle des Menschen
Die menschliche Kinematik ist außerordentlich kompliziert, weshalb die exakte Umset-
zung in Simulationsmodelle kaum mo¨glich ist. Man ist deshalb bestrebt, bei der Modell-
bildung nur die wichtigsten physiologischen Eigenschaften des menschlichen Ko¨rpers ge-
eignet zu modellieren. Ferner sind problemangepasste Modelle erforderlich, die nur die
gerade interessierenden Charakteristika der menschlichen Kinematik abbilden ko¨nnen.
Auch die Parametrisierung der Modelle ist problematisch, da anthropometrische Daten
u¨ber innere Eigenschaften des Bewegungsapparates nur beschra¨nkt verfu¨gbar sind. Fu¨r
Modellparameter, die im Rahmen von statistischen Erhebungen nicht verfu¨gbar sind,
dienen eigene anthropometrische Annahmen und geometrische Approximationen. Bei
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der Modellierung der Gelenkkinematik muss ebenfalls auf eine detaillierte Nachbildung
verzichtet werden, wenn der Fokus auf die Gesamtbewegung des Menschen gerichtet ist.
Die meisten Gelenkverbindungen des menschlichen Ko¨rpers sind frei von strengen ki-
nematischen Kopplungen. Alle Knochen werden ausschließlich durch Ba¨nder, Knorpel
und Muskeln, d.h. durch weiche Zwangsbedingungen zusammengehalten und besit-
zen in der Regel sechs Freiheitsgrade pro Gelenk. Da in der vorliegenden Arbeit nur
makroskopische Bewegungsabla¨ufe untersucht werden sollen, ist die Vernachla¨ssigung
einzelner Freiheitsgrade vor allem im Hinblick auf die Rechenzeit gerechtfertigt, womit
ein Kompromiss zwischen detailgetreuer Nachbildung und numerischer Effizienz ein-
gegangen wird. Nur wenige Gelenke des menschlichen Ko¨rpers ko¨nnen in sehr guter
Na¨herung durch ein ideales Gelenk modelliert werden. Dazu za¨hlt z.B. das Hu¨ftgelenk,
das im Wesentlichen einem Kugelgelenk entspricht. Gelenke wie z.B. das Kniegelenk,
das Schultergelenk, die Wirbelsa¨ule, Fußgelenke oder die Hand sind hingegen nur mit
extrem hohem Aufwand korrekt abzubilden.
Die Menschmodelle, die im Rahmen dieser Arbeit entstanden
sind, dienen in erster Linie der Abbildung von Motion-Capture
Daten auf technisch realisierbare Starrko¨rpersysteme. Die so er-
mittelten Gelenkkoordinatenverla¨ufe sollen auf das Robotersy-
stem u¨bertragen werden, um ihm eine menschena¨hnliche Be-
wegung zu verleihen. Ungenauigkeiten der Messung, begrenzte
Auflo¨sung der Kameras und die begrenzte Anzahl an Marker-
punkten usw. sind weitere Gru¨nde dafu¨r, dass die Modellierung
mittels Starrko¨rpersystemen und vorwiegend idealen Gelenken
fu¨r die Reproduktion der gemessenen Bewegung ausreichend
sind. Fu¨r alle Gelenke, die durch ein Kugelgelenk approximiert
sind, wird ferner auf eine Drehreihenfolge geachtet, die aufgrund
von Gelenkanschla¨gen frei von Singularita¨ten ist. Die Modellie-
rung des menschlichen Ko¨rpers erfolgt grundsa¨tzlich symme-
trisch bezu¨glich seiner Sagittalebene, sodass im Folgenden nur
Angaben fu¨r die rechte Seite gemacht werden.
Durch die im Rahmen des SFB 588 (Teilprojekt M3) durch-
gefu¨hrten Motion-Capture Messungen standen umfassende Da-
tensa¨tze zur Bestimmung von kinematischen Gro¨ßen zur Ver-
fu¨gung. Die in Kapitel 5 dieser Arbeit vorgestellte Methode
dient dabei als Basis fu¨r die Abscha¨tzung der menschlichen
Kinematik. Die Segmentla¨ngen, die Gelenkpositionen und die
Richtung der Gelenkachsen ko¨nnen damit individuell fu¨r je-
den Probanden ermittelt werden und fanden dabei Anwendung
bei der Entwicklung und bei der personenspezifischen Anpas-
sung der kinematischen Menschmodelle. Vor allem die dynamischen Eigenschaften und
Gro¨ßen der Menschmodelle basieren zum Teil auf eigenen Annahmen und Approxi-
mationen. Die verwendeten anthropometrischen Daten stammen jedoch vorwiegend
aus der Fachliteratur. Diese soll an dieser Stelle erwa¨hnt werden. Eine umfassende
Quelle fu¨r anthropometrische Daten stellen die Vero¨ffentlichungen [11, 12, 13] der NA-
SA dar, die auch als Basis fu¨r viele in der Fachliteratur verfu¨gbaren biomechanischen
Menschmodelle dienen. Datensa¨tze fu¨r Ganzko¨rpermodelle, die ebenfalls auf die sta-
tistischen Erhebungen der NASA beruhen, sind auch bei [46, 47, 57] verfu¨gbar. Eine
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detaillierte Nachbildung der unteren Extremita¨ten ist das Modell von Delp [29], Delp
und Loan [30], Delp et al. [31]. Es beinhaltet sowohl die wesentlichen kinematischen
und dynamischen Eigenschaften des Skelettes als auch detaillierte Muskelmodelle. Da-
bei sind umfassende Informationen u¨ber die Muskeleigenschaften, Muskella¨nge, Lage
der Kraftangriffspunkte usw. verfu¨gbar. Von Holzbaur et al. [59] und Murray et al. [85]
sind detaillierte Muskel-Skelett-Modelle der oberen Extremita¨ten verfu¨gbar. Sie umfas-
sen ebenfalls das Starrko¨rpermodell der oberen Gliedmaßen als auch die dazugeho¨rigen
Muskeln. Ein Modell der menschlichen Wirbelsa¨ule [107, 122, 123] ist am Institut fu¨r
Technische Mechanik im Rahmen des M4 Teilprojektes entstanden. Das Modell bildet
nicht nur die Kinematik der Wirbelsa¨ule detailgetreu nach, sondern beinhaltet auch ei-
ne kinematische Kopplung einzelner Wirbelfreiheitsgrade. Damit werden Redundanzen
vermieden und ein realistisches Verhalten des menschlichen Stammes erzielt. Wichtige
Eigenschaften und Merkmale dieses Modells finden sich auch in dem Ganzko¨rpermodell
aus Kapitel 4 dieser Arbeit wieder.
Im Laufe der letzten Jahre sind zahlreiche kommerzielle und frei verfu¨gbare Softwa-
repakete im Zusammenhang mit der biomechanischen Modellierung des Menschen ent-
standen. Dazu za¨hlen z.B. Simm, OpenSimm, LifeMod und AnyBody, fu¨r die umfangrei-
che Modellbibliotheken existieren, die ebenfalls als Bezugsquelle fu¨r anthropometrische
Daten verfu¨gbar sind. Ohne Anspruch auf Vollsta¨ndigkeit zu erheben, sollen an dieser
Stelle weitere Arbeiten genannt werden, die ebenfalls als wichtige Quellen fu¨r anthro-
pometrische Daten und Informationen zu sehen sind. Dazu za¨hlen die Arbeiten von
Apkarian et al. [8], Fazel-Rezai et al. [40], Hanavan Jr. [48], Hatze [52, 51], Kapandji
[67], Schu¨nke [112], Hubbard et al. [62], Nigg und Herzog [88] und Yeadon [142].
Abbildung 4.1: Ko¨rperregionen des Modells
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Die Erla¨uterung des Referenzmodells gliedert sich in vier Teile. Der erste Abschnitt
bescha¨ftigt sich mit der Kinematik der unteren Extremita¨ten (Beine und Fu¨ße), ge-
folgt von einem zweiten Abschnitt, der die Topologie des Stammskeletts (Becken, Wir-
belsa¨ule, Hals und Kopf) behandelt. Die Modellierung der oberen Extremita¨ten erfolgt
im dritten Teil, zu denen der Schulterkomplex, Oberarme und Unterarme geho¨ren. Ab-
schließend widmet sich der vierte Teil der Modellierung der menschlichen Hand. Die
einzelnen Ko¨rperregionen des Modells sind in Abbildung 4.1 dargestellt.
4.2.1 Untere Extremita¨ten
Abbildung 4.2: Starrko¨rper der unteren Extremita¨ten
Die Segmentierung der unteren Extremita¨ten des Modells ist aus Abbildung 4.2 zu
entnehmen. Wie in der Biomechanik u¨blich, erfolgt die Unterteilung des Modells in
Becken (a), Oberschenkel (b), Unterschenkel (c), Kniescheibe (d), Sprungbein (e), Fuß
(f) und Zehen (e). Die unteren Extremita¨ten des Referenzmodells bestehen somit aus 13
Starrko¨rpern, wobei die Knochenmodelle aus Abbildung 4.2 die einzelnen Starrko¨rper
symbolisieren. Der erste Ko¨rper der kinematischen Kette ist das Becken (a), das rela-
tiv zu der Umgebung drei translatorische und drei rotatorische Freiheitsgrade besitzt.
Die Relativbewegung der einzelnen Bestandteile des Beckens und des Kreuzbeins ist
aufgrund eines straffen Bandapparates sehr stark eingeschra¨nkt und kann demzufolge
vernachla¨ssigt werden, womit die Knochen des Beckens einen Starrko¨rper bilden. Das
Becken dient als Basisko¨rper fu¨r die unteren sowie fu¨r die oberen Extremita¨ten.
Hu¨ftgelenk
Die Verbindung der unteren Gliedmaßen erfolgt u¨ber das Hu¨ftgelenk. Im Hu¨ftgelenk
artikuliert die Hu¨ftpfanne und der Femurkopf, das aufgrund der Gestalt seiner Ge-
lenkfla¨chen zu den sog. Nußgelenken za¨hlt. Der Gelenkkopf ist von der Gelenkpfanne
weitgehend umschlossen, womit die Bewegungsfreiheit stark eingeschra¨nkt wird. Als
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Abbildung 4.3: Freiheitsgrade des Hu¨ftgelenks (v.l.n.r: Flexion - Extension, Innenrota-
tion - Außenrotation, Abduktion - Adduktion)
eines der wenigen Gelenke des menschlichen Ko¨rpers kann das Hu¨ftgelenk in sehr gu-
ter Na¨herung als ein ideales Kugelgelenk modelliert werden. Die Oberschenkel besitzen
somit relativ zum Becken jeweils drei rotatorische Freiheitsgrade. Das Hu¨ftgelenk hat
demnach drei aufeinander senkrecht stehende Rotationsachsen, und zwar eine trans-
versale, eine longitudinale und eine sagittale Achse. Sie schneiden sich im Zentrum des
Femurkopfes, womit die Gelenkposition bestimmt ist. Wie in der Biomechanik u¨blich,
unterscheidet man drei Hauptbewegungen des Hu¨ftgelenkes, die in Abbildung 4.3 dar-
gestellt sind. Die Gelenkachsen und der zula¨ssige Winkelbereich des Hu¨ftgelenks sind
ebenfalls eingezeichnet. Wa¨hrend beim Menschen die mo¨gliche Bewegungsfreiheit im
Hu¨ftgelenk von der Stellung des Kniegelenks und von der Beugung des Beckens auf-
grund von straffen Muskel- und Bandstrukturen abha¨ngt, wird hier diese Einflussnahme
vernachla¨ssigt.
Kniegelenk
Das Kniegelenk ist das gro¨ßte Gelenk des menschlichen Ko¨rpers und weist eine Rei-
he von Besonderheiten auf. Es verbindet den Oberschenkelknochen (Femur) mit dem
Schienbein u¨ber das Femorotibialgelenk und die Kniescheibe (Patella) mit dem Ober-
schenkel u¨ber das Femoropatellargelenk. Im Hinblick auf das Modell der unteren Ex-
tremita¨ten, bilden Schienbein (Tibia) und Wadenbein (Fibula) den Starrko¨rper des
Unterschenkels.
Wa¨hrend der Bewegung in der Sagittalebene kommt es zu einer Roll-Gleit-Bewegung
zwischen Tibia und Femur, wobei beim Menschen Weichteilstrukturen eine fundamen-
tale Rolle spielen. Sie werden in der vorliegenden Arbeit bei der Modellbildung nicht
beru¨cksichtigt. Fu¨r Detailuntersuchungen des menschlichen Kniegelenks, bei denen z.B.
Belastungen einzelner Elemente interessieren, ist diese Roll-Gleit-Bewegung zwischen
den Knochen von fundamentaler Bedeutung. Eine detaillierte Nachbildung der mensch-
lichen Knochen bzw. deren Kontaktfla¨chen mittels der Finite-Element Methode und die
Beschra¨nkung der Relativbewegung durch eine geeignete Kontaktformulierung ist ein
weit verbreiteter Ansatz und oft in der Fachliteratur zu finden. Auch der Modellierung
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Abbildung 4.4: Flexion des Kniegelenks
der Weichteile (z.B. mittels Feder-Da¨mpfersystemen), die die Inkongruenz zwischen den
Gelenkfla¨chen ausgleichen, ist in diesem Zusammenhang eine große Bedeutung zuzu-
messen. Diese Vorgehensweise zeichnet sich jedoch durch einen hohen Rechenaufwand
aus, und ist somit fu¨r die Nachbildung von menschlichen Makrobewegungen weniger
zweckma¨ßig. Ferner ist die Modellierung der Gelenke u¨ber Kraftelemente fu¨r rein ki-
nematische Analysen ga¨nzlich ungeeignet.
Bei der Modellierung des Kniegelenks werden im Rahmen dieser Arbeit zwei un-
terschiedliche Ansa¨tze verfolgt, na¨mlich die Modellierung u¨ber implizite Zwangsbedin-
gungen in Form eines Viergelenks (Abbildung 4.5-a) bzw. Ellipsoidgelenks (Abbildung
4.5-b) und die Approximation der Bahnkurven u¨ber Splines (siehe auch Abschnitt
1.3.3) in Verbindung mit einer Kopplung der translatorischen und rotatorischen Frei-
heitsgrade (Abbildung 4.5-c). Alternativ dazu, ist die Reduktion des Kniegelenks auf
ein reines Drehgelenk eine gute Na¨herung des menschlichen Vorbilds (Abbildung 4.4).
Der erste Modellierungsansatz des Femorotibialgelenks erfolgt in Anlehnung an den
anatomischen Aufbau des Kniegelenks. Betrachtet man nur die Bewegung in der sagit-
talen Ebene, so la¨sst die Anordnung der Kreuzba¨nder und die Form bzw. Kru¨mmung
der Femurkondylen in guter Na¨herung einen Vergleich mit einem gekreuzten Vierge-
lenk zu. Dieser Ansatz basiert auf der Annahme, dass sich die Ligamente wie starre
Pleuelstangen verhalten. Die Relativbewegung von Femur und Tibia wird demnach
durch das La¨ngenverha¨ltnis der Koppeln und deren Ansatzpunkte definiert. Wendet
man das erwa¨hnte mechanische Ersatzsystem auf das Femorotibialgelenk an, so ergibt
sich die in Abbildung 4.5-a dargestellte Konstruktion. Das hintere Kreuzband (CD)
betra¨gt nach [93] ca. 4
5
der La¨nge des vorderen Kreuzbandes (AB). Der Insertations-
winkel zwischen der La¨ngsachse des Femurs und der Verbindungsgeraden der beiden
proximalen Ansatzpunkte A und C der Ba¨nder am Femur betra¨gt ca. 40◦ [83, 81].
Die Verbindungsgerade der distalen Insertationspunkte B und D der Ba¨nder an der
Tibia stellt schematisch das Tibiaplateau dar, dessen Hu¨llkurve dem Umriss der Fe-
murkondylen sehr a¨hnlich ist. Der Momentanpol fa¨llt dabei stets in den Schnittpunkt
der Pleuelstangen.
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Abbildung 4.5: Reduktionsstufen des Kniegelenks
Aus modellierungstechnischer Sicht erfolgt die Implementierung des Femorotibialge-
lenks in Form von impliziten Zwangsbedingungen. Dabei unterliegen die Ansatzpunkte
A und B bzw. C und D gewissen Abstandsbedingungen, wa¨hrend die Bewegung des
Unterschenkels relativ zum Oberschenkel nur in der sagittalen Ebene erfolgt.
Wa¨hrend der Knieflexion im Femorotibialgelenk kommt es zu einer dreidimensiona-
len Bewegung der Patella, wobei sich hier die Modellierung des Femoropatellargelenks
nur auf die sagittale Ebene bezieht. Die Patella dreht sich um eine wandernde Femu-
rachse, deren Lage in der Fachliteratur kontrovers diskutiert wird. Fu¨r eine Knieflexion
von qFlex = 130
◦ betra¨gt der Rotationswinkel der Patella nur ca. qPatella = 85◦ [93].
Die Bewegung der Kniescheibe wird im Rahmen von klinischen Untersuchungen ha¨ufig
durch den Winkel α zwischen der Patellarsehne und Tibiala¨ngsachse und durch den
Winkel β zwischen der Patellarsehne und Patellala¨ngsachse beschrieben [89, 131, 35].
Wa¨hrend sich der Winkel α bei einer Knieflexion um ca. 40◦ a¨ndert, bleibt der Winkel
β und die La¨nge der Patellarsehne nahezu konstant, wie in Abbildung 4.6 skizziert.
Die genannten Annahmen erlauben die Modellierung des Femorotibialgelenks in
Form eines Koppelgetriebes (Abbildung 4.5-a). Dabei unterliegen die Ansatzpunkte B
und G bzw. E und F impliziten Abstandsbedingungen. Zusa¨tzlich besteht die funktio-
nale Kopplung der Patella- und der Tibiaflexion aus Abbildung 4.6.
Betrachtet man den Femurkopf aufgrund seiner Kondylenformen als Ellipsoid, so
wandern die Auflagepunkte der Tibia bzw. der Patella auf dessen Oberfla¨che. Dieser
Sachverhalt la¨sst sich mit Hilfe von impliziten Bindungen (siehe Abschnitt 1.3.5) be-
schreiben, wobei zwei auf der Tibia bzw. Patella ko¨rperfeste Punkte auf der Oberfla¨che
eines relativ zum Femur festen Ellipsoids gefu¨hrt werden. Zwischen der Patella- und
der Tibiaflexion besteht ebenfalls die funktionale Kopplung aus Abbildung 4.6. Das
entsprechende Modell in Form eines Ellipsoidgelenks ist in Abbildung 4.5-b zu sehen.
Die oben dargestellten Modelle des Femorotibial- und des Femoropatellargelenks
zeichnen sich dadurch aus, dass sie in abha¨ngigen Koordinaten in Zusammenhang
mit impliziten Zwangsbedingungen realisiert wurden. Dabei erfolgt die biomechani-
sche Modellierung hauptsa¨chlich in Anlehnung an [80, 87, 93, 111, 113, 114, 127]. Eine
Beschreibung in unabha¨ngigen Minimalkoordinaten bringt jedoch im Hinblick auf die
kinematische und die dynamische Analyse gewisse Vorteile mit sich. Aus diesem Grund
erfolgt der U¨bergang zu der Beschreibung in unabha¨ngigen Relativkoordinaten durch
80 KAPITEL 4. BIOMECHANISCHE MODELLE DES MENSCHEN
Abbildung 4.6: Rotationswinkel der Patella
Elimination der impliziten Gelenkbindungen. An dieser Stelle sei angemerkt, dass dies
keinesfalls einer analytischen Diskussion der kinematischen Zusammenha¨nge bedarf.
Die in Abschnitt 1.3.1 dieser Arbeit dargestellte Beschreibung der Gelenkkinematik
erlaubt eine besonders einfache Elimination der impliziten Zwangsbedingungen basie-
rend auf einer rein numerischen Analyse. Zuna¨chst sind auf den beteiligten Starrko¨rpern
ko¨rperfeste Referenzkoordinatensysteme zu definieren. Fa¨llt in diesem Beispiel die Wahl
der generalisierten Koordinate auf den Winkel zwischen der sagittalen Femur- und Ti-
biaachse (Knieflexion), so ist die relative Translation bzw. Rotation dieser Referenzko-
ordinatensysteme durch die kinematischen Eigenschaften des Koppelgetriebes eindeutig
bestimmt. Die numerisch berechneten Bahnkurven bzw. Verdrehwinkel dienen als Aus-
gangspunkt fu¨r die Definition der erweiterten Gelenke in minimalen Relativkoordinaten
nach Abschnitt 1.3.3.
Die Modellierung des Kniegelenks in Minimalkoordinaten erfolgt somit als eine ki-
nematisch gekoppelte Translation und Rotation der Referenzkoordinatensysteme in
Abha¨ngigkeit der gewa¨hlten generalisierten Koordinaten (hier: Knieflexion). Dabei wer-
den die Bahnkurven der ausgewa¨hlten Referenzsysteme bzw. die Winkelverla¨ufe u¨ber
Splines angena¨hert. Die so modellierte Kinematik des Kniegelenks und die Relativbe-
wegung der beteiligten Ko¨rper ist in Abbildung 4.5-c bzw. 4.7 detailliert dargestellt
(siehe auch Abschnitt 1.3.3). Der Unterschenkel wird dabei auf einer Bahn um den
Oberschenkel translatorisch gefu¨hrt und gleichzeitig um die wandernde Gelenkachse
gedreht. Die Bewegung der Kniescheibe setzt sich ebenfalls aus einer kinematisch gekop-
pelten Translation und Rotation zusammen und folgt wie in Abbildung 4.7 dargestellt
einer Bahn um den Oberschenkel. Aufgrund der kinematischen Kopplung der internen
Freiheitsgrade besitzt das Kniegelenk eine unabha¨ngige Gelenkkoordinate und somit
einen Freiheitsgrad. Ferner wird weiterhin nur die Relativbewegung in der Sagittalebe-
ne beru¨cksichtigt. Diese Modellierungstechnik bringt zwar auch einen etwas ho¨heren
Rechenaufwand mit sich als bei der Realisierung mittels idealer Gelenke, steht aber in
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Abbildung 4.7: Vergleich der Kniegelenkmodelle
keinem Verha¨ltnis zu der Kontaktmodellierung und bildet einen Mittelweg zwischen
realistischer Gelenkkinematik und numerischer Effizienz.
Das menschliche Kniegelenk kann in guter Na¨herung auch als ideales Drehgelenk mo-
delliert werden. Dabei drehen sich der Unterschenkelknochen und die Kniescheibe um
eine relativ zum Oberschenkelknochen feste Drehachse. Liegt bei der Untersuchung von
Ganzko¨rperbewegungen das Hauptaugenmerk auf Makrobewegungen des Menschen, so
ist dieser Modellierungsansatz sicherlich gerechtfertigt. Aus diesem Grund wurden im
Rahmen dieser Arbeit die Menschmodelle je nach Bedarf mit unterschiedlichen Reduk-
tionsstufen des Kniegelenks ausgestattet.
Sprunggelenk und Zehen
Im oberen Sprunggelenk artikulieren die unteren Enden des Schienbeins und Waden-
beins mit dem Sprungbein (Talus). Er ist somit der na¨chste Starrko¨rper in der kine-
matischen Kette. Die Hauptbewegung im oberen Sprunggelenk sind die Dorsal- und
Plantarflexion (Senkung bzw. Heben des Fußes), die u¨ber ein Drehgelenk angena¨hert
wird. Die Drehachse zeigt dabei, wie in Abbildung 4.8 dargestellt, nahezu senkrecht
zur Sagittalebene. Da der menschliche Fuß dreidimensional bewegt werden kann, muss
das Kno¨chelgelenk um das untere Sprunggelenk erga¨nzt werden. Hauptbewegung des
Gelenkes ist die Supination (Außwa¨rtskantung) und Pronation (Einwa¨rtskantung). So-
mit wird die Verbindung Talus -Fuß ebenfalls durch ein Drehgelenk modelliert. Es
verbindet den Talus mit dem Fuß, wobei dessen Drehachse anna¨hernd in der Sagittal-
ebene liegt und um ca. 45◦ nach oben geneigt ist. Die Fußknochen werden dabei als
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Abbildung 4.8: Freiheitsgrade des Fußes
ein Starrko¨rper betrachtet, mit dem u¨ber ein weiteres Drehgelenk die Zehen verbunden
sind. Diese werden ebenfalls zu einem Starrko¨rper zusammengefasst und bilden somit
den letzten Ko¨rper der kinematischen Kette. Die Lage und Richtung der Drehachsen,
sowie der zula¨ssige Winkelbereich der Drehgelenke sind in Abbildung 4.8 eingezeichnet.
Das oben dargestellte Referenzmodell der unteren Extremita¨ten besitzt 20 Frei-
heitsgrade und besteht aus insgesamt 13 Starrko¨rpern. Bei der Untersuchung der
menschlichen Makrobewegung kann jedoch die Bewegung der Kniescheibe relativ zum
Oberschenkel meistens vernachla¨ssigt werden. Sie spielt nur bei der Modellierung der
menschlichen Muskel eine wichtige Rolle, da sie als Kraftangriffspunkt fu¨r verschiedene
Muskel bzw. Ba¨nder dient. Auch die Drehung der Zehen relativ zum Fuß kann außer
Acht gelassen werden, wenn hauptsa¨chlich Ganzko¨rperbewegungen des Menschen in-
teressieren.
4.2.2 Stamm
Zum menschlichen Stammskelett za¨hlen Becken, Wirbelsa¨ule, Kopf und Brustkorb, der
wiederum aus Rippen und Brustbein besteht. Im Hinblick auf die Bewegung der obe-
ren Extremita¨ten und des Oberko¨rpers ist das Skelett des menschlichen Stammes von
grundlegender Bedeutung. Er bildet die tragende Stu¨tze der gesamten Rumpfmasse
und unterstu¨tzt durch seine segmentale Struktur die außerordentlich hohe Beweglich-
keit der oberen Extremita¨ten.
Aus medizinischer Sicht sind Wirbelsa¨ulenmodelle interessant, die Aussagen u¨ber die
Belastung einzelner Wirbel-Gelenk-Paare wa¨hrend einer bestimmten Ko¨rperhaltung
oder Bewegung erlauben. Dazu sind in der Fachliteratur komplexe Wirbelsa¨ulenmodelle
zu finden, wobei Methoden der Kontakt- und Kontinuumsmechanik Anwendung finden.
Die meistens auf der Finite-Element-Methode aufbauenden Modelle sind jedoch sehr
rechenintensiv und somit auf Detailuntersuchungen einzelner Wirbel beschra¨nkt. Liegt
der Fokus auf Ganzko¨rperuntersuchungen des menschlichen Ko¨rpers, so sind Starr-
ko¨rperansa¨tze eher geeignet. Dabei reicht die Palette der biomechanischen Modelle
von sehr einfachen bis hin zu einer detailgetreuen Nachbildung des Stammskeletts.
Oft wird der menschliche Oberko¨rper nur durch zwei u¨ber ein Kugelgelenk verbunde-
ne Starrko¨rper angena¨hert. Dieser Ansatz erfu¨llt zweifellos die Forderung nach kurzen
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Abbildung 4.9: Bewegungsausmaß der Wirbelsa¨ule
Simulationszeiten, die kinematische Charakteristik des menschlichen Stammes geht je-
doch dadurch verloren. Im Gegensatz dazu stehen Starrko¨rpermodelle, die alle Wirbel
und die spezielle Kinematik der verbindenden Gelenke beru¨cksichtigen. Die i.d.R. hohe
Anzahl an Freiheitsgraden erho¨ht dementsprechend den erforderlichen Berechnungs-
aufwand.
Die Wirbelsa¨ule des Menschen besteht aus 33-34 Wirbeln, die durch Gelenke, Ba¨nder
und Muskel miteinander verbunden sind. Die Wirbel bilden eine Gliederkette, die beim
gesunden Erwachsenen doppelt S-fo¨rmig gekru¨mmt ist. Sie bildet das Achsenskelett des
menschlichen Rumpfes, an dem u¨ber Schulter- bzw. Beckengu¨rtel die oberen bzw. die
unteren Gliedmaßen angebunden sind. Die oberen 7 Wirbel der Wirbelsa¨ule bilden
das tragende Geru¨st des Scha¨dels. U¨blich ist eine Unterteilung der Wirbelsa¨ule in vier
Regionen mit unterschiedlicher Bewegungsfunktion und Wirbelanzahl, na¨mlich in 5
Kreuzbeinwirbel, 5 Lendenwirbel, 12 Brustwirbel und 7 Halswirbel. Die Kreuzbein-
wirbel sind beim Menschen zu einem einzigen Knochen verschmolzen und stellen das
Verbindungselement zum Beckengu¨rtel dar. Im Gegensatz zu den Kreuzbeinwirbeln,
sind die restlichen 24 Wirbel oberhalb des Kreuzbeins beweglich. Die Wirbel in den
einzelnen Regionen unterscheiden sich durch ihre Form, Gro¨ße und vor allem in der
Gestalt der Gelenkfla¨chen, woraus die unterschiedlichen Bewegungsspielra¨ume in den
einzelnen Regionen erfolgen. Die Beweglichkeit zwischen zwei benachbarten Wirbeln
ist zwar sehr gering, die Summation der Teilbewegungen u¨ber alle Wirbelgelenk-Paare
hinweg, die von oben nach unten abnimmt, fu¨hrt jedoch zu der großen Beweglichkeit
des Achsenskeletts.
Man unterscheidet eine Ventral- und Dorsalflexion in der sagittalen Ebene (Beugung
und Streckung), Seitwa¨rtsneigungen in der Frontalebene und die Rotationsbewegungen
in der Transversalebene. Innerhalb der Wirbelsa¨ulenregionen weist die Halswirbelsa¨ule
zusammen mit dem oberen bzw. unteren Kopfgelenk die gro¨ßte Beweglichkeit auf.
Damit ist eine Rotation des Kopfes um alle drei Raumrichtungen sichergestellt. Im Ge-
gensatz zur Halswirbelsa¨ule ist die mo¨gliche Relativbewegung der Brustwirbel deutlich
geringer. Zum einen beeinflusst die Form der Gelenkfla¨chen das Bewegungsausmaß,
zum andern schra¨nken die Rippen bzw. der gesamte Brustkorb die Relativbewegung
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Abbildung 4.10: Starrko¨rper des Stammes
ein. Wa¨hrend in der Brustwirbelsa¨ulenregion die Rotation um die La¨ngsachse ausge-
pra¨gt ist, sind aufgrund der speziellen Form und Orientierung der Gelenkfla¨chen im
Lendenbereich verha¨ltnisma¨ßig große Bewegungen in der sagittalen Ebene mo¨glich.
Die Angaben hinsichtlich der maximalen Bewegungsamplituden fu¨r die einzelnen Ab-
schnitte der Wirbelsa¨ule sind in der Fachliteratur sehr unterschiedlich. Sie ha¨ngen
maßgeblich von dem jeweiligen Individuum und dessen Alter ab. Mit Hilfe von ver-
schiedenen Messmethoden ko¨nnen jedoch Anhaltswerte fu¨r die maximalen Bewegungs-
amplituden bestimmt sowie Aussagen u¨ber die Bewegungscharakteristik in den einzel-
nen Wirbelsa¨ulenabschnitten gemacht werden. In Schu¨nke [112] sind die Richtwerte
aus Tabelle 4.1 zu finden. Die gesamte Ventralflexion betra¨gt etwa 170◦ und die Dor-
salflexion ungefa¨hr 110◦. Die Seitwa¨rtsneigungen in der frontalen Ebene im Bereich
der Lenden- und Brustwirbelsa¨ule betragen beim gesunden Menschen jeweils etwa 20◦.
Somit betra¨gt die maximale Seitwa¨rtsneigung des Oberko¨rpers ca. 40◦. In der Hals-
wirbelsa¨ule sind Lateralflexionen bis zu 35◦ mo¨glich. Daraus ergibt sich eine maximale
Seitwa¨rtsneigung der gesamten Wirbelsa¨ule zwischen Sakrum und Scha¨del von ca. 80◦.
Die axiale Rotation ist im Bereich der Lendenwirbelsa¨ule mit ungefa¨hr 5◦ als sehr ge-
ring einzustufen. Dagegen sind im Brustbereich Werte bis zu 36◦ mo¨glich und in der
Halswirbelsa¨ule bis zu 35◦. Somit betra¨gt die Drehung des gesamten Achsenskeletts
inklusive Kopf ungefa¨hr 126◦.
oK uK HWS BWS LWS
Ventralflexion 20◦ - 65◦ 35◦ 50◦
Dorsalflexion 10◦ - 40◦ 25◦ 35◦
Lateralflexion 5◦ - 35◦ 20◦ 20◦
Rotation - 35◦ 50◦ 36◦ 5◦
Tabelle 4.1: Bewegungsausmaß des Modells
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Das Stammskelettmodell besteht aus 26 starren Ko¨rpern (Becken, 5 Lendenwirbel,
12 Brustwirbel, 7 Halswirbel und Kopf) und hat 60 Freiheitsgrade, von denen die mei-
sten untereinander kinematisch gekoppelt sind. Der erste Starrko¨rper des Stammske-
letts aus Abbildung 4.10 ist das Becken (a), das relativ zur Umgebung 3 translatorische
und 3 rotatorische Freiheitsgrade besitzt. Die nachfolgenden Lenden-, Brust-, und die
ersten fu¨nf Halswirbel (b) sind u¨ber Kugelgelenke miteinander verbunden.
Der Atlas ist der oberste Wirbel der menschlichen Wirbelsa¨ule. Er hat die Gestalt
eines Ringes, mit dem er das Ru¨ckenmark und den Anfang des Gehirns, die Medulla
oblongata, umfasst. Er tra¨gt auf seinen seitlichen Knochenmassen den Scha¨del, mit dem
er das obere Kopfgelenk bildet, das in Form eines Kardangelenks modelliert wurde. Es
erlaubt die Seitwa¨rtsneigung und das Nicken des Kopfes. Der Atlas selbst wird vom
zweiten Wirbel, dem Axis, getragen. Zwischen Atlas und Axis befindet sich das untere
Kopfgelenk, das nur eine Drehbewegung des Atlas um den Zahnfortsatz des Axis zula¨sst
und somit als ein Drehgelenk mit vertikaler Drehachse modelliert wurde.
Die Wirbelsa¨ule des Menschen wird durch straffe Ba¨nder und Muskel zusammen-
gehalten und bildet somit eine funktionale Einheit, die sich auch in dem Modell wi-
derspiegeln soll. Die Freiheitsgrade der einzelnen Wirbel sind nicht unabha¨ngig, son-
dern unterliegen einer kinematischen Kopplung, womit die Wirkung von Muskeln, Seh-
nen und Ba¨ndern angena¨hert werden kann. Das Wirbelsa¨ulenmodell hat demzufolge
6 unabha¨ngige Freiheitsgrade. Die Bewegung des Modells wird u¨ber 6 unabha¨ngige
Gro¨ßen gesteuert, na¨mlich 3 unabha¨ngige Koordinaten fu¨r die 5 Lenden- und Brust-
wirbel und 3 unabha¨ngige Koordinaten fu¨r die 7 Halswirbel und den Kopf. So erreicht
man eine ausreichend realistische Bewegung des menschlichen Oberko¨rpers mit einer
u¨berschaubaren Anzahl an Freiheitsgraden. Auch im Hinblick auf die kinematische
Redundanz des Wirbelsa¨ulenmodells schafft eine kinematische Kopplung der internen
Freiheitsgrade Abhilfe. Dabei entspricht das Bewegungsausmaß des Modells den An-
gaben aus Tabelle 4.1. Die unterschiedlichen Bewegungsamplituden in den einzelnen
Regionen der Wirbelsa¨ule wurden dabei gleichma¨ßig auf die dazugeho¨rigen Wirbel-
Gelenk-Paare verteilt (Abbildung 4.9). Somit entspricht die Bewegung der einzelnen
Wirbel nicht exakt dem menschlichen Vorbild. Im Gegensatz dazu wurde im Rahmen
des SFB 588 am Institut fu¨r Technische Mechanik ebenfalls dieser Modellierungsansatz
verfolgt und in ein entsprechendes Simulationsmodell umgesetzt. Dabei wurde in An-
lehnung an die Kinematik der menschlichen Wirbelsa¨ule besonders auf eine realistische
Kopplung der Wirbelfreiheitsgrade und damit auf eine detailgetreue Nachbildung der
Stammbewegung geachtet. Details sind in [107, 122, 123] zu finden.
Aus dem oben dargestellten Modell la¨sst sich ein reduziertes Modell ableiten, das
einen Kompromiss zwischen realistischem Modellverhalten und rechentechnischer Effi-
zienz darstellen soll. Dabei soll vielmehr die Nachbildung der Kopf- bzw. der Rumpf-
bewegung im Vordergrund als die der einzelnen Wirbel stehen. Betrachtet man den
menschlichen Oberko¨rper als starr, ergeben sich dadurch zwei wesentliche Vereinfa-
chungen. Zum einen bilden die starren Rippen die a¨ußere Hu¨lle der Brustho¨hle, die
zusammen mit den 12 Brustwirbeln dem Starrko¨rper des Rumpfskeletts zugeordnet
werden. Er hat gegenu¨ber dem oberen Lendenwirbel 3 rotatorische Freiheitsgrade. Das
Brustbein stellt das Verbindungselement zum Schultergu¨rtel dar und wird ebenfalls
dem Torso zugeordnet. Zum anderen werden die relativen Verdrehungen der Brustwir-
belsa¨ule gleichma¨ßig auf die Gelenke der Lendenwirbelsa¨ule verteilt. Die Bewegung der
einzelnen Wirbel entspricht demzufolge nicht dem realen Vorbild. Die Modellierung der
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Abbildung 4.11: Reduktionsstufen der Wirbelsa¨ule
Halswirbelsa¨ule und des Kopfes bleibt jedoch unvera¨ndert.
Dem gegenu¨ber steht ein weiter vereinfachtes Modell, das die menschliche Hals-,
Brust- und Lendenwirbelsa¨ule auf einzelne Starrko¨rper reduziert und u¨ber Kugelge-
lenke verbindet. Die Modelltopologie aller verfu¨gbaren Modelle ist in Abbildung 4.11
dargestellt. Allen Reduktionsstufen liegt eine kinematische Kopplung der internen Frei-
heitsgrade zu Grunde, die ein Bewegungsausmaß nach Tabelle 4.1 gewa¨hrleistet.
4.2.3 Obere Extremita¨ten
Abbildung 4.12: Starrko¨rper der oberen Extremita¨ten
Die oberen Extremita¨ten des menschlichen Ko¨rpers unterscheiden sich vor allem
aus funktionaler Sicht betra¨chtlich von den unteren Extremita¨ten. Wa¨hrend die unte-
ren Extremita¨ten vorwiegend Stu¨tz- und Fortbewegungsfunktionen u¨bernehmen, sind
die oberen Extremita¨ten hauptsa¨chlich als Tast-, Greif- und Ausdrucksorgan zu se-
hen. Grundlage dafu¨r ist die extrem hohe Beweglichkeit der oberen Extremita¨ten, die
nur mit großem Aufwand modelltechnisch zu erfassen ist. Aus der Vielzahl an Frei-
heitsgraden des menschlichen Oberko¨rpers wurden in der vorliegenden Arbeit nur die
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wesentlichen herausgegriffen und beru¨cksichtigt. Wie in der Biomechanik u¨blich, glie-
dert sich das Simulationsmodell der oberen Extremita¨ten wie folgt.
Die oberen Extremita¨ten des Referenzmodells bestehen aus 12 Starrko¨rpern, die in
Abbildung 4.12 dargestellt sind. U¨blich ist eine Unterteilung in Schultergu¨rtel, Ober-
arm, Unterarm und Hand. Zum Schultergu¨rtel za¨hlen das Schlu¨sselbein a (Clavicula)
und das Schulterblatt b (Scapula). Wa¨hrend der Oberarm c nur aus einem Knochen
(Humerus) besteht, za¨hlen zu dem Unterarm die beiden Unterarmknochen Ulna d und
Radius e. Die Handknochen f , die zuna¨chst zu einem Ko¨rper zusammengefasst werden,
bilden schließlich den letzten Ko¨rper der Starrko¨rperkette.
Schultergu¨rtel
Die extrem hohe Beweglichkeit der oberen Extremita¨ten wird maßgeblich von der Kine-
matik des Schultergu¨rtels gepra¨gt. Er stellt das Verbindungselement des menschlichen
Armes zum Rumpf dar. Man unterscheidet im Wesentlichen insgesamt drei Schulter-
gelenke, die zusammen mit den Knochen des Schultergu¨rtels eine funktionelle Einheit
bilden. Dabei stellen nur das innere und a¨ußere Schlu¨sselbeingelenk echte Gelenke dar.
Das innere Schlu¨sselbeingelenk (Sternoklavikulargelenk) verbindet das Schlu¨sselbein
mit dem Rumpfskelett. Bedingt durch die Form der Gelenkfla¨chen und vor allem durch
die straffen Band- und Muskelzu¨ge ist die Bewegungsfreiheit dieses Gelenkes sehr stark
eingeschra¨nkt.
Abbildung 4.13: Freiheitsgrade (qc1, qc2) des inneren Schlu¨sselbeingelenks
Aus kinematischer Sicht stellt das innere Sternoklavikulargelenk nahezu ein Kardan-
gelenk dar. Man unterscheidet das Vor- und Ru¨ckfu¨hren der Schulter um eine vertikale
Achse (Abbildung 4.13 - links) und das Heben und Senken des Schultergu¨rtels (Ab-
bildung 4.13 - rechts) um eine sagittale Achse. Obwohl eine geringe Rotation um die
La¨ngsachse der Clavicula beim Menschen mo¨glich ist, wird sie hier vernachla¨ssigt.
Das a¨ußere Schlu¨sselbeingelenk (Akromioklavikulargelenk) stellt die Verbindung
zwischen Schulterblatt und Schlu¨sselbein her. Wie auch beim inneren Schlu¨sselbein-
gelenk sind auch hier straffe Band- und Muskelzu¨ge fu¨r die geringe Bewegungsfrei-
heit verantwortlich. Dieses Gelenk erlaubt die Rotation des Schulterblatts relativ zum
Schlu¨sselbein um drei Achsen und stellt somit ein Kugelgelenk dar. Der mo¨gliche Be-
wegungsspielraum dieses Gelenkes ist in Abbildung 4.14 dargestellt.
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Abbildung 4.14: Freiheitsgrade (qs1, qs2, qs3) des a¨ußeren Schlu¨sselbeingelenks
Das Thoraco-Scapular-Gelenk sorgt fu¨r die Verbindung Schulterblatt-Thorax. Es
weist zwar die Funktionalita¨t eines Gelenkes auf, ist aber aus anatomischer Sicht ein
Gebilde aus lockerem Bindegewebe, das dem Schulterblatt ein nahezu freies Gleiten
auf der Oberfla¨che des Brustkorbes ermo¨glicht. Die Bewegungsfreiheit der Arme wird
dadurch maßgeblich erweitert. Aus kinematischer Sicht stellt dieses Gelenk ein Gleit-
lager dar, womit die kinematische Schleife Torso - Clavicula - Scapula - Torso ge-
schlossen wird. Die modelltechnische Umsetzung erfolgt dementsprechend mit Hilfe
von Schleifenschließbedingungen in Form von expliziten Bindungsgleichungen. Dabei
werden zwei ko¨rperfeste Punkte des Schulterblatts auf der Oberfla¨che eines relativ zum
Torso ko¨rperfesten Ellipsoids kinematisch gefu¨hrt. In Abbildung 4.16 und 4.17 ist ei-
ne Folge von Stellungen des gesamten Schultergu¨rtels dargestellt. Die Bahnkurven der
zwei ko¨rperfesten Punkte sind ebenfalls zu sehen.
Stehen eher Detailuntersuchungen wie z.B. Greif- oder Manipulationsvorga¨nge im
Vordergrund, so ist eine detaillierte Modellierung des Schultergu¨rtels u¨berflu¨ssig. Oh-
ne das Modellverhalten wesentlich zu beeintra¨chtigen, ko¨nnen die Freiheitsgrade des
Schultergu¨rtels vernachla¨ssigt werden.
Schultergelenk
Das Schultergelenk ist Aufgrund seines Aufbaus das beweglichste Gelenk des mensch-
lichen Ko¨rpers. Es verbindet den Oberarmknochen c mit dem Schulterblatt b. Dieses
Gelenk ist nahezu ein ideales Kugelgelenk, womit der Oberarmknochen relativ zum
Schulterblatt drei rotatorische Freiheitsgrade um drei senkrechte Achsen besitzt. Wie
schon beim Hu¨ftgelenk erreicht man auch hier mit der Modellierung in Form eines
Kugelgelenks eine sehr gute Na¨herung.
Die Bewegung des Oberarmes erfolgt aufgrund von Ba¨nder- und Muskelstrukturen
in der Regel nicht unabha¨ngig vom Schultergu¨rtel, womit sein Arbeitsraum durch die
Freiheitsgrade des Schulterkomplexes deutlich vergro¨ßert wird. Aus diesem Grund wird
auch an dieser Stelle das Konzept der kinematischen Kopplung einzelner Freiheitsgrade
verfolgt, um die Wirkung von Muskeln und Ba¨ndern anzuna¨hern.
In Abbildung 4.15 sind die einzelnen Freiheitsgrade und Rotationsachsen des Schul-
tergelenks dargestellt. Dabei symbolisieren die roten Pfeile die Drehachsen der Frei-
heitsgrade, die gerade bewegt werden. Der erste Freiheitsgrad (Abbildung 4.15-a) ermo¨-
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Abbildung 4.15: Freiheitsgrade des Schultergelenks
glicht eine Drehung der Abduktionsachse (blau) um ca. 155◦ um eine vertikale Drehach-
se (rot). In Abbildung 4.15-b, c und d ist die Abduktion des Oberarmes um ca. 130◦ fu¨r
verschiedene Stellungen der Abduktionsachse (rot) zu sehen. Schließlich erfolgt die letz-
te Rotation des Oberarmes um seine La¨ngsachse, wie in Abbildung 4.15-e zu erkennen
ist. Eine funktionale Kopplung der Freiheitsgrade in der Form qc1 = f(qh2), qc2 = f(qh1)
und qs3 = f(qh2) fu¨hrt in Verbindung mit den zwei impliziten Bindungen des Thoraco-
Scapular-Gelenks zu einem realistischen Modellverhalten. Die funktionale Kopplung
erfolgt in Anlehnung an [28, 27, 33, 59, 65].
Abbildung 4.16: Heben und Senken der Schulter
Abbildung 4.17: Vor- und Ru¨ckfu¨hren der Schulter
In Abbildung 4.16 ist das Heben und Senken des Armes zu sehen, was eine Elevation
des Schulterblattes und eine Rotation der Clavicula um eine sagitale Achse bewirkt.
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Gleichzeitig gleitet das Schulterblatt entlang des Brustkorbs. In Abbildung 4.17 ist das
Vor- und Ru¨ckfu¨hren der Schulter dargestellt. Dabei erfolgt die Rotation der Clavicula
um eine vertikale Achse, und die Scapula fu¨hrt eine nahezu reine Gleitbewegung entlang
des Brustkorbes aus.
Ellenbogengelenk
Abbildung 4.18: Freiheitsgrade des Ellenbogengelenks
Im Ellenbogengelenk artikulieren der Oberarmknochen (Humerus) und die beiden
Unterarmknochen (Ulna , Radius). Es handelt sich dabei um ein zusammengesetztes
Gelenk und ist eines der wenigen Gelenke des menschlichen Ko¨rpers, in dem gleichzeitig
drei Knochen artikulieren. U¨blich ist eine Unterteilung in drei Teilgelenke, na¨mlich das
Humeroulnargelenk zwischen Humerus und Ulna, das Humeroradialgelenk zwischen
Humerus und Radius sowie das Radioulnargelenk zwischen Ulna und Radius. Das Hu-
meroulnargelenk ist aufgrund seiner Bauform ein typisches Drehgelenk, in dem eine
reine Rotation der Ulna um den Humerus erfolgt. Im Gegensatz dazu ist das Humero-
radialgelenk aus kinematischer Sicht ein Kugelgelenk, das jedoch aufgrund von Ba¨ndern
in seiner Bewegungsfreiheit eingeschra¨nkt ist und somit nur Rotationen um zwei Achsen
erlaubt. Dabei erfolgt die Flexion und Extension (Beugen bzw. Strecken) des Unter-
armes stets zusammen mit dem Humeroulnargelenk um die gleiche Drehachse. Der
zweite Freiheitsgrad ermo¨glicht die Umwendbewegung der Hand (Pro- bzw. Supinati-
onsbewegung um eine radiale Achse durch das Humeroradialgelenk), wobei der Radius
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die Ulna kreuzt. Am unteren Ende von Radius und Ulna verbindet das Radioulnarge-
lenk die beiden Knochen und erlaubt im Zusammenspiel mit dem Humeroradialgelenk
die Umwendbewegung des Unterarmes um die sog. Pro- bzw. Supinationsachse.
Abbildung 4.19: Umwendbewegung der Hand
Wie auch beim Schultergu¨rtel bilden die Knochen des Armes in Verbindung mit den
Ellenbogenteilgelenken eine kinematische Schleife. Das Ellenbogengelenk als Ganzes
erlaubt jedoch nur zwei Rotationsbewegungen, sodass eine Modellierung mit Hilfe von
zwei Drehgelenken sinnvoll erscheint. Das erste Drehgelenk verbindet den Oberarmkno-
chen mit dem Unterarmknochen (Ulna), wobei die Drehachse in der Neutralstellung
nahezu senkrecht zur Sagittalebene steht. Dieses Drehgelenk ermo¨glicht das Beugen
des Armes (Flexion/Extension), wie in Abbildung 4.18 - links dargestellt. Der zweite
Unterarmknochen (Radius) wird ebenfalls u¨ber ein Drehgelenk relativ zur Ulna in sei-
ner Bewegungsfreiheit eingeschra¨nkt. Dieses Drehgelenk repra¨sentiert somit gleichzeitig
das Humeroradial- und Radioulnargelenk. Dabei verla¨uft die Drehachse (Pronations-
/Supinations-Achse) nahezu parallel zum Unterarm. Wa¨hrend der Bewegung dieses
Gelenkes, kreuzt somit der Radius die Ulna und erlaubt auf diese Weise eine Umwend-
bewegung der Hand, wie in Abbildung 4.18 - rechts dargestellt. In Abbildung 4.19 ist
ein Beispiel einer Umwendbewegung des Unterarmes um die Pro-/Supinations-Achse
zu sehen.
4.2.4 Hand
Fu¨r Detailuntersuchungen der menschlichen Bewegung, wie z.B. Greifen, Zeigen oder
Manipulation von Objekten, wurden im Rahmen dieser Arbeit Simulationsmodelle der
menschlichen Ha¨nde erstellt. Die linke und rechte Hand sind symmetrisch zur Sagittal-
ebene, sodass im Folgenden nur das rechte Handmodell aufgefu¨hrt wird. Die mensch-
liche Hand stellt den Endeffektor der oberen Gliedmaßen dar und erfu¨llt die Funktion
eines Greif- bzw. Tastorgans. Das Skelett der Hand besteht aus insgesamt 27 Kno-
chen die untereinander u¨ber ca. 36 Gelenke verbunden sind. Durch das Zusammenspiel
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Abbildung 4.20: Freiheitsgrade des Handmodells
von ca. 39 Muskeln in Verbindung mit der komplexen Kinematik des Handskeletts er-
reicht die Hand eine extrem hohe Beweglichkeit. Das Handskelett gliedert sich in drei
funktionelle Abschnitte: Handwurzel, Mittelhand und Finger. Zur Handwurzel geho¨ren
insgesamt acht Knochen, die in zwei Reihen angeordnet sind. Die fu¨nf ro¨hrenfo¨rmigen
Mittelhandknochen bilden die Mittelhand und gleichzeitig die Verbindungselemente zu
den vier Fingern und dem Daumen. Wa¨hrend man bei den Fingern jeweils drei Glie-
der unterscheidet (Grund-, Mittel- und Endglied), besteht der Daumen nur aus zwei
Knochen (Grund- und Endglied).
Auf Grund der hohen Komplexita¨t des Handskeletts sind vereinfachende Annahmen
bei der Modellierung notwendig. Indem sa¨mtliche gelenkigen Verbindungen, die bei der
Bewegung der Hand nur eine untergeordnete Rolle spielen, als starr angenommen wer-
den, ergibt sich ein Modell mit einer u¨berschaubaren Anzahl an Freiheitsgraden. Ab-
bildung 4.21 spiegelt die Topologie des Handmodells wider. Wa¨hrend die Handwurzel-
und die Mittelhandknochen dem Starrko¨rper a zugeordnet werden, symbolisieren die
Finger- und die Daumenknochen die restlichen Starrko¨rper b, c und d des Modells.
Abbildung 4.21: 16 Starrko¨rper des rechten Handmodells
4.2. SIMULATIONSMODELLE DES MENSCHEN 93
Handgelenk
Die Handwurzelknochen bildet das Verbindungselement zum Unterarm und somit das
Handgelenk. Man unterscheidet dabei das proximale und das distale Handgelenk. Im
proximalen Handgelenk artikulieren der Unterarm und die erste Reihe der Handwur-
zelknochen. Nach der Form seiner Gelenkfla¨chen handelt es sich um ein sog. Ellipsoid-
gelenk mit zwei Freiheitsgraden. Das distale Handgelenk liegt zwischen der proximalen
und distalen Reihe der Handwurzelknochen. Diese Art Gelenk wird auch als verzahntes
Scharniergelenk bezeichnet, in dem die beiden Handwurzelreihen artikulieren. Obwohl
man die beiden Handwurzelgelenke als selbsta¨ndige Gelenke betrachten kann, bilden
sie eine funktionelle Einheit und sind immer beide an der Bewegung der Hand betei-
ligt, wobei man die Radial- und Ulnarabduktion sowie die Dorsal- und Palmarflexion
der Hand unterscheidet. Dieser Sachverhalt wird bei der Modellierung des Handgelenks
beru¨cksichtigt.
Abbildung 4.22: Freiheitsgrade des Handgelenks
Das Handgelenk verbindet den Unterarm (Radius) mit dem Starrko¨rper a der Hand
und wird in guter Na¨herung in Gestalt zweier aufeinander folgender Drehgelenke model-
liert. Es erlaubt folglich die Rotation der Hand um 2 senkrechte, sich nicht schneidende
Achsen, wie in Abbildung 4.22 dargestellt. Neben der Palmarflexion (Beugen der Hand)
bzw. der Dorsalextension (Strecken der Hand) um eine transversale Achse (Abbildung
4.22 a) erlaubt das Handgelenk auch eine Ulnar-/Palmarabduktion um eine leicht nach
unten versetzte Drehachse (Abbildung 4.22-b). Dabei verla¨uft die transversale Flexions-
/Extensionsachse durch das untere Ende des Radius und die Abduktionsachse durch
die obere Handwurzelreihe.
Im Bereich der Mittelhand unterscheidet man weitere Gelenke zwischen den einzel-
nen Handknochen. Sie weisen nur eine geringe Bewegungsmo¨glichkeit auf und werden
aus diesem Grund als starr angenommen.
Finger- und Daumengelenke
Die vier Fingergrundgelenke verbinden die Mittelhandknochen der Hand mit den vier
Grundphalangen (b) der Finger. Morphologisch sind die Fingergrundgelenke Kugelge-
lenke, besitzen jedoch nur 2 Freiheitsgrade, da die Rotation um die La¨ngsachse der
Finger durch Ba¨nder verhindert wird. Sie werden somit in Form eines Kardangelenks
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modelliert. Die Lage und Orientierung der Gelenkachsen sind in Abbildung 4.20 dar-
gestellt. Analog zum Fingergrundgelenk (Abbildung 4.23) ist das Daumensattelgelenk
(Abbildung 4.24) ebenfalls als ein Kardangelenk modelliert.
Die Mittel- und Endgelenke der Finger (Abbildung 4.23) bzw. des Daumens (Ab-
bildung 4.24) sind auch morphologisch reine Drehgelenke und werden entsprechend
modelliert.
Abbildung 4.23: Bewegungsmo¨glichkeiten in den Fingergelenken
Abbildung 4.24: Freiheitsgrade des Daumens
4.3 Modellierung der Gelenkanschla¨ge
Muskeln, Ba¨nder, Knorpel und Knochen biologischer Systeme bestimmen nicht nur die
Kinematik der einzelnen Gelenke, sondern haben auch einen entscheidenden Einfluss
auf den Wertebereich einzelner Freiheitsgrade und verhindern somit ein U¨berschreiten
maximaler Gelenkstellungen. Die biomechanische Modellierung dieser Anschla¨ge ist
insbesondere im Hinblick auf medizinische Untersuchungen interessant, da die durch
die Anschla¨ge auftretenden Kra¨fte und Momente, ein Maß fu¨r die Belastung der Ba¨nder
und Knorpel sind. Auch im Rahmen einer Simulation menschlicher Bewegungen mittels
biomechanischer Simulationsmodelle ko¨nnen so Bewegungen bzw. Stellungen vermie-
den werden, zu denen der Mensch aufgrund seiner Kinematik nicht in der Lage ist.
Ferner lassen sich auch singula¨re Stellungen des Systems u¨ber die Implementierung
von Gelenkanschla¨gen wa¨hrend der Simulation vermeiden.
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Bei der U¨bertragung von gemessenen Motion - Capture - Daten auf kinematische
Menschmodelle mittels nichtlinearer Optimierung beschra¨nkt sich die Modellierung der
Anschla¨ge lediglich auf die Angabe eines mo¨glichen Wertebereichs einzelner Freiheits-
grade. Die verwendeten Optimierungsalgorithmen sind in der Lage, solche Nebenbedin-
gungen in Form von Ungleichungs-Restriktionen zu behandeln, wobei die Grenzen des
Wertebereichs sich aus geometrischen U¨berlegungen ergeben. Experimentelle Untersu-
chungen u¨ber die Bewegungsfreiheit menschlicher Gelenke findet man beispielsweise in
[32].
Die Beschreibung von Anschla¨gen fu¨r Gelenke mit einem Freiheitsgrad ist aus mo-
dellierungstechnischer Sicht unproblematisch. Bei einem Drehgelenk beispielsweise, be-
wirkt das U¨berschreiten eines vorgegebenen Anschlagswinkels ein Ru¨ckstellmoment um
die Gelenkachse, womit eindeutig die Bewegungsfreiheit des Gelenkes festgelegt werden
kann. Im Fall von Kardan- oder Kugelgelenken ist die dreidimensionale Beschreibung
des Arbeitsraums komplexer. Die Einschra¨nkung der ra¨umlichen Bewegungsfreiheit
einzelner Ko¨rpersegmente muss u¨ber die Begrenzung einzelner Freiheitsgrade gesche-
hen, die somit entscheidend von der gewa¨hlten Parametrisierung abha¨ngt. Selbst ein-
fache Anschlagsgeometrien zu realisieren ist aufgrund des nichtlinearen Zusammen-
hangs zwischen den Gelenkkoordinaten und der ra¨umlichen Lage und Orientierung der
Ko¨rpersegmente schwierig.
Im Hinblick auf dynamische Simulationen, erfolgt die Modellierung der Anschla¨ge
mittels Feder-Da¨mpfersystemen, womit die elastischen Eigenschaften der Anschla¨ge
beno¨tigt werden. Sie haben entscheidenden Einfluss auf die Amplituden der Ru¨ckstell-
kra¨fte bzw. -momente und sind deshalb kritisch im Hinblick auf medizinische Unter-
suchungen. Ferner sind die in der Simulation ermittelten Belastungen aufgrund der
Redundanz des menschlichen Bewegungssystems nur resultierende Kra¨fte und Momen-
te, weswegen nicht auf die Belastung einzelner Kraftelemente geschlossen werden kann.
Der elastische Anteil der Ru¨ckstellkraft wird in Abha¨ngigkeit von zwei Parametern
modelliert, na¨mlich der Federsteifigkeit c und des Kraftexponenten e. Wa¨hrend die
Steifigkeit c den Betrag der Kraft steuert, beeinflusst der Kraftexponent deren Verlauf.
Die Federkennlinien als Funktion der Eindringtiefe ε
Fc =
{
0 , ε 6 0
cεe , ε > 0
fu¨r verschiedene Werte des Kraftexponenten e sind in Abbildung 4.25 dargestellt. Fu¨r
die Da¨mpferkraft gilt der Zusammenhang
Fd =

0 , ε 6 0
dε˙ , ε > εd
dε2 (3εd − 2ε)
ε3d
ε˙ , sonst,
wobei ε˙ die Eindringgeschwindigkeit und d die Da¨mpferkonstante darstellt. εd ist die
Eindringtiefe, bei der die maximale Da¨mpfung erreicht wird. Die kubische Da¨mpfer-
kennlinie als Funktion der Eindringtiefe ε ist in Abbildung 4.26 dargestellt. Die Verwen-
dung einer solchen nichtlinearen Da¨mpferkennlinie hat den Vorteil, dass wa¨hrend der
numerischen Integration keine Geschwindigkeitsspru¨nge auftreten. Vor allem in solchen
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Abbildung 4.25: Federkraft als Funktion der Eindringtiefe fu¨r verschiedene Kraftexpo-
nenten
Fa¨llen, in denen zwei benachbarte Starrko¨rper eines Mehrko¨rpersystems mit hoher Re-
lativgeschwindigkeit in den Anschlag hineinfahren, verursacht ein linearer Da¨mpfer nu-
merische Schwierigkeiten. Das Hauptproblem bei der oben dargestellten Modellierungs-
Abbildung 4.26: Da¨mpferkennlinie als Funktion der Eindringtiefe
methode der Anschla¨ge, die auch in den meisten kommerziellen Simulationswerkzeu-
gen inplementiert ist, liegt in der Tatsache, dass die Parameter der Anschla¨ge praktisch
willku¨rlich eingestellt werden mu¨ssen. Die Modellierung der Anschla¨ge biomechanischer
Systeme mit Hilfe von Feder- Da¨mpferelementen ist zwar physikalisch begru¨ndet, die
Ermittlung geeigneter Kontaktparameter gestaltet sich aber schwierig. Es ist jedoch
stets mo¨glich Parameterkombinationen zu finden, die eine realistische Bewegung des
Modells zulassen.
In Abbildung 4.27 ist das Ergebnis einer Simulation dargestellt. Ausgehend von
der Stellung in Abbildung 4.27-1, bewegt sich der rechte Unterschenkel unter Einfluss
der Schwerkraft bis er in den Knieanschlag eindringt (Abbildung 4.27-2). In Abbil-
dung 4.27-3 ist die maximale Eindringtiefe erreicht und in Abbildung 4.27-4 erfolgt die
vollsta¨ndige Entspannung der Ru¨ckstellfeder. Der Verlauf des Kniefreiheitsgrades und
des Ru¨ckstellmomentes ist in Abbildung 4.28 dargestellt.
Die Modellierung der Anschla¨ge kann auch auf Impulsebene erfolgen. Dabei wer-
den die Gelenkanschla¨ge mit Hilfe von Sto¨ßen modelliert, d.h. die Normalkomponen-
te der relativen Geschwindigkeit nach dem Stoß ist um den negativen Stoßparame-
ter gro¨ßer als vor dem Stoß. Mit diesem Ansatz lassen sich die Geschwindigkeits-
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Abbildung 4.27: Simulation eines Anschlages im rechten Knie
Abbildung 4.28: Verlauf des Kniewinkels (oben) und des Ru¨ckstellmomentes (unten)
spru¨nge aller Ko¨rper des Mehrko¨rpersystems berechnen. Die Simulation wird zu je-
dem Stoßzeitpunkt mit den durch den Stoß modifizierten Geschwindigkeiten neu ge-
startet (Integrator-Reset). Nachteile dieser Methode sind z.B. Mehrfachsto¨ße, fu¨r die
zusa¨tzliche U¨berlegungen anzustellen sind. Bleibt ein Anschlag u¨ber eine la¨ngere Zeit
geschlossen, sind Ausnahmeroutinen notwendig, die einen sta¨ndigen Integrator-Reset
verhindern. Diese Methode eignet sich aber besonders gut fu¨r Fa¨lle, fu¨r die eine grosse
Kontaktsteifigkeit des Feder-Da¨mpferansatzes zu kleinen Schrittweiten fu¨hrt. Beson-
ders im Hinblick auf Echtzeitanwendungen ist die Stoßmodellierung eine gute Alterna-
tive zum Feder-Da¨mpferansatz.

Kapitel 5
Kinematische Modelle aus
Motion-Capture-Daten
5.1 Stand der Forschung
Das wesentliche Thema dieses Kapitels ist, ausgehend von Absolutkoordinaten aus-
gewa¨hlter Markerpunkte, eine einfache Starrko¨rperkinematik zu finden, welche die ge-
messene Bewegung mo¨glichst gut abbilden kann. Dabei wird der Ansatz verfolgt, aus
den experimentell ermittelten Motion-Capture-Daten, direkt und ohne Modellinforma-
tionen zu Grunde zu legen, die kinematischen Zusammenha¨nge abzuleiten. Dabei ist
in diesem Zusammenhang eine große Schwierigkeit zu nennen. Zuna¨chst mu¨ssen die zu
einem Segment geho¨renden Marker zu einem Starrko¨rper zusammengefasst und dessen
Position und Orientierung bestimmt werden.
Eine a¨hnliche Problemstellung ist unter dem Stichwort Helmert-Transformation in
der Geoda¨sie zu finden. Die Helmert-Transformation, auch 7-Parameter-Transforma-
tion genannt, ist eine Koordinatentransformation fu¨r kartesische Koordinaten. Ziel da-
bei ist, die unbekannten Transformationsparameter (3 Verschiebungen, 1 Maßstab, 3
Verdrehungen) u¨ber idente Punkte (also Punkte, deren Koordinaten vor und nach der
Transformation bekannt sind) zu berechnen [19, 86].
Auch im Bereich der Bildbearbeitung findet man analoge Aufgabenstellungen. Da-
bei ist das wesentliche Problem, die Lage und die Orientierung einer Punktmenge im
Sinne einer Starrko¨rpertransformation zu finden. Iterative Lo¨sungen fu¨r dieses Pro-
blem entstanden schon in den Jahren 1950-1960 im Bereich der Photogrammetrie. In
den 1980er und Anfang der 1990er Jahre wurden unabha¨ngig voneinander Lo¨sungen
in geschlossener Form gefunden. Die Arbeit von Faugeras und Hebert [39] basiert
auf einer Quaternionen-Darstellung der Rotation. Horn greift in [61] auch auf diese
Technik zuru¨ck und beschreibt in [60] eine alternative Lo¨sung des gleichen Problems.
Weitere Arbeiten auf diesem Gebiet stammen von Arun et al. [9], Bjorck und Golub
[18], Calafiore et al. [22], Cheze et al. [24], Goryn und Hein [43], Kanatani [66], Sabata
und Aggarwal [105], Sanso [106], Schwartz und Sharir [115], So¨derkvist und Gustafs-
son [124], Umeyama [130] und Walker et al. [133]. Einen U¨berblick u¨ber die ga¨ngigsten
Methoden gibt Eggert et al. [36].
In den letzten Jahren sind zahlreiche Arbeiten entstanden, die sich mit der Analyse
von menschlichen Bewegungen auf der Basis von experimentell ermittelten Bewegungen
bescha¨ftigen. Sie finden sowohl Anwendung im Bereich der Computeranimation, der
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Computerspiele und der Robotik, als auch in Medizin und Sportwissenschaft. Einen
U¨berblick u¨ber diesen umfangreichen Themenkomplex ist z.B. in den Arbeiten von
Aggarwal und Cai [6], Gavrila [42] und Wang et al. [134] zu finden.
Eine wesentliche Fragestellung ist dabei die Rekonstruktion der Kinematik aus expe-
rimentell ermittelten Messdaten. Man unterscheidet dabei zwei grundsa¨tzliche Ansa¨tze.
Im ersten Fall bilden zweidimensionale Bilddaten den Ausgangspunkt der Untersu-
chung. Die kinematischen Zusammenha¨nge aus digitalen Bildinformationen abzuleiten
ist dabei die essentielle Forschungsaufgabe [95, 80, 143, 64].
In den letzten Jahren haben sich vorwiegend optische (markerbasierte) Bewegungs-
erfassungssysteme (z.B. Vicon, Simi Motion Capture3D) etabliert. Damit ko¨nnen kom-
plexe Bewegungsabla¨ufe (z. B. Laufen, Tanzen) mit relativ geringem Aufwand realisiert
werden. In diesem Fall stellen die digitalisierten Absolutkoordinaten ausgewa¨hlter Mar-
kerpunkte die Basis der Analyse dar, deren Bewegung u¨ber verschiedene Methoden mit
kinematischen Modellen verknu¨pft werden [23, 25, 101, 126].
Im Hinblick auf die Modellierung gelingt ebenfalls eine grobe Unterteilung in Berei-
che mit unterschiedlichen Zielsetzungen. Besonders in der Computergrafik kommen sog.
Volumenmodelle (Voxelmodelle) zum Einsatz [23, 56]. Dabei steht meistens die foto-
realistische Darstellung bewegter Szenen im Vordergrund, in denen Menschen im Mit-
telpunkt stehen. Ansa¨tze, die kinematische Modelle zu Grunde legen, sind eher in der
Biomechanik und Sportwissenschaft zu finden [26, 90]. In diesem Zusammenhang findet
man zahlreiche Arbeiten und Softwarepakete, die sich mit der Messung, der Datenver-
arbeitung und der Analyse von menschlichen Bewegungen bescha¨ftigen. U¨blich ist die
Rekonstruktion der Kinematik u¨ber einfache geometrische Beziehungen. Dabei werden
die Marker so platziert, dass ihre Verbindungsgerade die Segmente des Modells bilden
(sog. Stickmodels). Als Gelenkkoordinaten werden die von den Geraden eingeschlosse-
nen Winkel definiert, die sich aus dem Skalarprodukt zweier Vektoren ergeben. Werden
zusa¨tzlich noch Informationen u¨ber die Richtung der Gelenkachsen beno¨tigt, so wer-
den weitere Markerpunkte an anatomischen Stellen des Probanden befestigt. Die Ge-
lenkachsen werden ebenfalls als Verbindungsgerade zweier Marker definiert. Im Gegen-
satz dazu verfolgt die vorliegende Arbeit den Ansatz, die zuna¨chst unabha¨ngigen Abso-
lutkoordinaten der Markerpunkte um kinematische Bindungsgleichungen zu erga¨nzen
und diese im Hinblick auf kinematische Konsistenz zu optimieren bzw. zu korrigieren.
Die so entstandenen Modelle erfu¨llen damit sowohl die Starrko¨rperbedingungen der
Segmente als auch die kinematischen Bindungsgleichungen idealer Gelenke.
Neben Ganzko¨rmodellen des Menschen findet man in der Fachliteratur oft detail-
lierte Modelle einzelner Ko¨rperregionen, die vorwiegend fu¨r klinische und sportwissen-
schaftliche Untersuchungen eingesetzt werden [25, 34, 95, 98, 126]. Die Hauptaufgabe
besteht meistens darin, aus den Motion-Capture-Rohdaten die Modellparameter ein-
zelner Gelenke bzw. Regionen abzuleiten.
5.2 Rekonstruktion der Kinematik
Die Anzahl der Freiheitsgrade, die Gelenktypen und die Geometrie der einzelnen Seg-
mente haben einen entscheidenden Einfluss auf den humanoiden Charakter des Mo-
dells. Deshalb ist eine einfach realisierbare Kinematik gesucht, die menschliche Be-
wegungsmuster mo¨glichst gut abbilden kann. Zentrales Problem dabei ist, wie sich
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die ermittelten charakteristischen Bewegungsmuster des Menschen auf eine Kinematik
mit wesentlich geringerer Anzahl an Freiheitsgraden abbilden lassen. Eine Mo¨glichkeit
dieses Vorhaben zu realisieren besteht darin, ein vorgefertigtes kinematisches Modell
des Menschen zu Grunde zu legen und die gemessenen Bewegungen darauf zu proji-
zieren. Diese Vorgehensweise wurde im Rahmen dieser Arbeit in Kapitel 3 diskutiert.
Selbstversta¨ndlich wird dadurch das Modellverhalten durch die vorgegebene Kinematik
entscheidend beeinflusst.
In diesem Abschnitt soll nun der umgekehrte Weg eingeschlagen werden. Ziel ist die
Generierung von kinematischen Simulationsmodellen des Menschen aus experimentell
ermittelten Motion-Capture-Daten. Ausgehend von den Absolutkoordinaten sog. Mar-
kerpunkte sind die Rekonstruktion der menschlichen Kinematik und die Projektion
der menschlichen Bewegungsmuster auf die ermittelten Starrko¨rpermodelle Kernpunkt
dieses Abschnitts. Besonderes Augenmerk ist dabei stets auf eine mo¨glichst einfache
Kinematik gerichtet, die aber noch die wesentlichen Merkmale der menschlichen Bewe-
gung reproduzieren kann. Ferner unterliegen die Modelle gewissen Annahmen und Ein-
schra¨nkungen. Obwohl der menschliche Ko¨rper eine komplexe Kinematik mit einer Viel-
zahl an Freiheitsgraden besitzt, wird hier von einem Starrko¨rperansatz ausgegangen.
Weiterhin seien die Starrko¨rper des Systems ausschließlich u¨ber ideale Gelenke verbun-
den. Zentrale Fragestellung dabei ist, wie gut dieser Starrko¨rperansatz die menschliche
Bewegung reproduzieren kann. Eine weitere Vereinfachung wird schon bei der Messung
der menschlichen Bewegung vollzogen. Das sog. Markerset wird derart angepasst, dass
damit die Anzahl der Starrko¨rper des Systems festgelegt wird. Die Systemstruktur,
d.h. die Zuordnung Marker - Starrko¨rper und die Topologie des Systems seien damit
auch bekannt. Die Kenntnis daru¨ber, welche Ko¨rper miteinander verbunden sind, ist
also gegeben. Zu ermitteln sind demzufolge die Gelenktypen, die entsprechenden Ge-
lenkparameter, die Lage und die Orientierung der Gelenkachsen bezu¨glich ko¨rperfester
Referenzsysteme, usw. Aus diesen Informationen kann ein Starrko¨rpersystem aufgebaut
werden, das speziell zu der gerade untersuchten Bewegung am besten passt. Die zen-
trale Aufgabenstellung besteht also darin, aus der Relativbewegung einzelner Ko¨rper
zueinander auf die Topologie des Gesamtsystems zu schließen.
Dabei gliedert sich die Vorgehensweise in drei wesentliche Abschnitte. Zuna¨chst
mu¨ssen die zu einem Segment geho¨renden Marker zu einem Starrko¨rper zusammen-
gefasst werden. Dies entspricht also der Bestimmung von Position und Orientierung
des gemeinsamen Referenzkoordinatensystems (Abbildung 5.1-b). Im na¨chsten Schritt
erfolgt die Bestimmung der Gelenkparameter aus der Relativbewegung der einzelnen
Referenzsysteme zueinander (Abbildung 5.1-c). Daraus la¨sst sich im letzten Schritt die
Kinematik des Systems aufbauen, die jedoch hinsichtlich der kinematischen Konsistenz
zu u¨berpru¨fen und ggf. zu korrigieren ist (Abbildung 5.1-d). Die einzelnen Teilschritte
sollen im Folgenden einzeln behandelt werden.
5.2.1 Lage und Orientierung der Starrko¨rper
Bevor die Relativbewegung der Ko¨rper untersucht werden kann, ist zuna¨chst die Starr-
ko¨rperbedingung zu erfu¨llen. Die gemessenen Absolutkoordinaten der Markerpunkte
erfu¨llen aufgrund unvermeidlicher Messfehler nicht diese Forderung. Ein weiteres Pro-
blem stellt das Verrutschen der Marker dar. Die entscheidende Ursache fu¨r die Ver-
letzung der Starrko¨rperbedingung liegt jedoch in der Tatsache begru¨ndet, dass zum
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Abbildung 5.1: U¨berblick u¨ber die Vorgehensweise
Teil betra¨chtliche Hautverschiebungen wa¨hrend einer Bewegung vorhanden sind. Da-
mit bleibt auch die Relativbewegung der darauf befestigten Marker nicht konstant, was
der Forderung nach Starrheit widerspricht.
Die wohl einfachste Mo¨glichkeit Markerpunkte zu einem Starrko¨rper zusammen-
zufassen besteht darin, die absolute Position im Hinblick auf Starrko¨rperbindungen
(i.Allg. Abstandsbedingungen) zu korrigieren. Aus den korrigierten Absolutkoordina-
ten ist anschließend die Berechnung der Position und der Orientierung mo¨glich. Dabei
wird vorausgesetzt, dass mindestens drei nichtkollineare Markerpunkte zur Verfu¨gung
stehen. Ein wesentlich effizienteres Verfahren soll im Folgenden vorgestellt werden.
Gegeben seien zu diskreten Zeitpunkten t die Koordinaten Rik(t) der i = 1, . . . , n
Markerpunkte, die dem Ko¨rper k zugeordnet sind. Die allgemeine ra¨umliche Bewegung
des Ko¨rpers k bzw. des damit fest verbundenen Koordinatensystems Kk relativ zum
Absolutsystem K0 la¨sst sich durch die zeitlich vera¨nderlichen Absolutkoordinaten des
ko¨rperfesten Punktes Rk(t) und durch die zeitlich vera¨nderliche Transformationsma-
trix Ak(t) darstellen. Als ko¨rperfester Bezugspunkt wird zweckma¨ßig der Mittelpunkt
Rk(t) gewa¨hlt, der sich aus den Absolutkoordinaten der Markerpunkte Rik(t) eindeutig
u¨ber die Beziehung
Rk(t) =
1
n
n∑
i=1
Rik(t) (5.1)
berechnen la¨sst. Zwischen der absoluten Position der n Markerpunkte zum Anfangs-
zeitpunkt t0 und einem beliebigen Zeitpunkt t gilt mit dem gemeinsamen Schiebevektor
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Abbildung 5.2: Dreidimensionale Markerbewegung
dk (t) der Zusammenhang
Rik (t) = Ak (t)Rik (t0) + dk (t) . (5.2)
Unter der Voraussetzung einer Starrko¨rperbewegung unterliegt der Mittelpunkt der
gleichen Bewegung, was sich durch die Beziehung
Rk (t) = Ak (t)Rk (t0) + dk (t) (5.3)
ausdru¨cken la¨sst. Die Elimination des Schiebevektors dk erreicht man durch Subtrak-
tion der Gleichung (5.3) von (5.2). Mit der Abku¨rzung
rik (t) = Rik (t)−Rk (t)
folgen daraus die n Gleichungen
rik (t) = Ak (t) rik (t0) (5.4)
zur Bestimmung der TransformationsmatrixAk. Nur drei der neun Elemente der Trans-
formationsmatrix Ak(t) sind voneinander unabha¨ngig, entsprechend den drei Freiheits-
graden der freien Drehbewegung im Raum. Die Transformationsmatrix kann somit in
Abha¨ngigkeit von drei unabha¨ngigen Koordinaten des Rodrigues-Vektors sk(t) darge-
stellt werden. Mit der schiefsymmetrischen Matrix s˜k(t) und der 3×3− Einheitsmatrix
I gilt gema¨ß Gleichung (1.11) der Zusammenhang
Ak(t) = (I− s˜k(t))−1(I+ s˜k(t)). (5.5)
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Einsetzen in Gleichung (5.4) fu¨hrt auf die n Bestimmungsgleichungen
rik (t)− rik (t0) = − [˜rik (t) + r˜ik (t0)] sk (t)
fu¨r die drei unabha¨ngigen Koordinaten des Rodrigues-Vektors sk. Fu¨r die Berechnung
des Rodrigues-Vektors sk(t) aus den Absolutkoordinaten der MarkerpunkteRik(t) la¨sst
sich ein Optimierungsproblem der Art
n∑
i=1
‖rik(t)− rik(t0) + (rik(t) + rik(t0))× s0k(t)‖2 = min
formulieren und mit Standardverfahren lo¨sen. Fu¨r praktische Berechnungen ist es sinn-
voll, das lineare Gleichungssystem in der Form r1k (t)− r1k (t0)...
rnk (t)− rnk (t0)

︸ ︷︷ ︸
bk
=
 −r˜1k (t)− r˜1k (t0)...
−r˜nk (t)− r˜nk (t0)

︸ ︷︷ ︸
Bk
sk (t) ⇔ Bksk = bk (5.6)
darzustellen. Damit stellt (5.6) ein u¨berbestimmtes Gleichungssystem dar, das mit Hilfe
der Pseudo-Inversen B†k gelo¨st werden kann. Mit der Lo¨sung von (5.6) in Gestalt von
sk = B
†
kbk
ist der gesuchte Rodrigues-Vektor bekannt, und damit ergibt sich aus (5.5) die gesuchte
Transformationsmatrix Ak (t). Mit Kenntnis von Rk (t) und Ak (t) sind die absolute
Lage und die Orientierung der einzelnen Starrko¨rper bestimmt. Wa¨hrend die Ermitt-
lung der Lage immer eindeutig ist, la¨sst sich die Orientierung der Starrko¨rper fu¨r n < 3
oder bei kollinear angeordneten Markern nicht eindeutig bestimmen.
5.2.2 Gelenke
Der na¨chste Schritt besteht darin, zur Relativbewegung der einzelnen Starrko¨rper
passende Gelenke zu finden, d.h. die Reduktion der Freiheitsgrade durch Hinzufu¨gen
von impliziten Gelenkbindungen, die jedoch aufgrund von kinematisch inkonsistenten
Messdaten nicht erfu¨llt sind. Abhilfe schafft hier die Formulierung der impliziten Bin-
dungen als Minimierungsproblem. Gesucht sind also die konstanten Gelenkparameter,
die eine vollsta¨ndige Beschreibung der Kinematik erlauben.
Kugelgelenk
Gegeben seien zu diskreten Zeitpunkten tn die Absolutkoordinaten Rk(tn) bzw. Rl(tn)
und die Transformationsmatrizen Ak(tn) bzw. Al(tn) der beiden ko¨rperfesten Koordi-
natensysteme Kk bzw. Kl. Die relative Lage des Kugelgelenks bezu¨glich Kk bzw. K`
sei durch die Koordinaten der ko¨rperfesten Vektoren rkk` und r
`
`k beschrieben. Aus den
impliziten kinematischen Bindungsgleichungen des Kugelgelenks
Rk (t) +Ak (t) r
k
k` −R` (t)−A` (t) r``k = 0
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Abbildung 5.3: Kugelgelenk
la¨sst sich ein lineares Optimierungsproblem u¨ber N diskrete Zeitpunkte formulieren:
N∑
n=1
∥∥Rk (tn) +Ak (tn) rkk` −R` (tn)−A` (tn) r``k∥∥2 = min.
Die Lo¨sung des Optimierungsproblems erfolgt auch hier zweckma¨ßig mit Hilfe der
Pseudo-Inversen. Die Lo¨sung des u¨berbestimmten Gleichungssystems A` (t1) −Ak (t1)... ...
A` (tN) −Ak (tN)

︸ ︷︷ ︸
Bk`
[
r``k
rkk`
]
=
 Rk (t1)−R` (t1)...
Rk (tN)−R` (tN)

︸ ︷︷ ︸
bk`
⇒
[
r``k
rkk`
]
= B†k`bk`
liefert somit die relative Lage des Drehgelenks rkk` und r
`
`k im Sinne eines Least-Square-
Ansatzes.
Drehgelenk
Die Bestimmung der Gelenkposition erfolgt analog zum Kugelgelenk. Wa¨hrend die Be-
rechnung der relativen Lage auf ein lineares Problem fu¨hrt, la¨sst sich die Bestimmung
der Drehachse nur auf ein nichtlineares Optimierungsproblem zuru¨ckfu¨hren. Wie schon
beim Kugelgelenk erwa¨hnt, wird die relative Lage der ko¨rperfesten Gelenkkoordina-
tensysteme Ki bzw. Kj bezu¨glich Kk bzw. K` durch die Koordinaten der ko¨rperfesten
Vektoren rkk` und r
`
`k beschrieben. Legt man die noch unbekannte Drehachse in Rich-
tung der ez-Achse beider Koordinatensysteme Ki bzw. Kj und beschreibt die relative
Orientierung der Gelenkkoordinatensysteme Ki bzw. Kj durch die sechs Kardanwinkel
αki, βki, γki bzw. α`j, β`j, γ`j, so lauten die entsprechenden Bindungen fu¨r die Orientie-
rung der gemeinsamen Drehachse
(ez,i)
T ex,j = 0,
(ez,i)
T ey,j = 0.
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Abbildung 5.4: Drehgelenk
Mit den Absolutkoordinaten der Einheitsvektoren
ez,i = Ak (tn)Aki (αki, βki, γki) e
i
z,
ex,j = A` (tn)A`j (α`j, β`j, γ`j) e
j
x,
ey,j = A` (tn)A`j (α`j, β`j, γ`j) e
j
y
la¨sst sich die Orientierung der Gelenkachse aus dem Optimierungsproblem
N∑
n=1
∥∥∥∥∥ [Ak (tn)Aki (αki, βki, γki) eiz]
T
[A` (tn)A`j (α`j, β`j, γ`j) e
j
x]
[Ak (tn)Aki (αki, βki, γki) e
i
z]
T [
A` (tn)A`j (α`j, β`j, γ`j) e
j
y
] ∥∥∥∥∥
2
= min
bestimmen. Dabei bezeichnen Aki (αki, βki, γki) die relative Orientierung des Systems
Ki bezu¨glich Kk und A`j (α`j, β`j, γ`j) die Orientierung des Systems Kj bezu¨glich K` in
Abha¨ngigkeit von den sechs Parametern αki, βki, γki, α`j, β`j und γ`j. Die Koordinaten
der ko¨rperfesten Einheitsvektoren seien mit
eiz =
[
0 0 1
]T
, ejx =
[
1 0 0
]T
und ejy =
[
0 1 0
]T
gegeben.
Weitere Gelenke
Die in Tabelle 1.1 aus Abschnitt 1.3.5 aufgelisteten Zwangsbedingungen fu¨r Standard-
gelenke ko¨nnen ohne Einschra¨nkung als Optimierungsproblem formuliert werden. Da-
bei gestaltet sich die Vorgehensweise analog zum Kugel- bzw. Drehgelenk. Aus diesem
Grund soll hier auf eine explizite Behandlung verzichtet werden.
5.2.3 Konsistente Kinematik in Absolutkoordinaten
Die Bestimmung der Modellparameter mit den genannten Optimierungskriterien fu¨hrt
bei der Projektion der gemessenen Bewegung zuna¨chst auf ein inkonsistentes Modell-
verhalten. Die Gelenkbindungen sind nicht exakt erfu¨llt, sondern erfu¨llen nur die gefor-
derten Minimierungskriterien. Bewegungsgleichungen in voneinander abha¨ngigen Ab-
solutkoordinaten erfordern die Verwendung von impliziten Bindungen, wie dargestellt.
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Diese Vorgehensweise fu¨hrt im vorliegendem Fall auf die Notwendigkeit, die Absolutko-
ordinaten im Hinblick auf kinematische Konsistenz zu korrigieren. Folgendes Beispiel
soll diesen Sachverhalt verdeutlichen.
Abbildung 5.5: Kinematisch inkonsistente Bewegung
In Abbildung 5.5 ist eine Folge von drei Bildern einer Beispielrechnung dargestellt.
Die vier Starrko¨rper symbolisieren das Becken (unten), den Oberko¨rper (Mitte) und die
beiden Oberarme (links bzw. rechts), deren Relativbewegung hier durch Kugelgelenke
eingeschra¨nkt wird. Vergro¨ßert dargestellt ist das kinematisch inkonsistente Verhalten
des Modells, d.h. die Verletzung der Bindungsgleichungen (hier Kugelgelenke).
Aus dem Optimierungsproblem (5.6) sind die absoluten Lagen Rk(t) und die Ori-
entierung Ak(t) aller Starrko¨rper k = 1, . . . , nK fu¨r jeden diskreten Zeitpunkt t be-
kannt. Ziel ist es, die mit den Gelenkbindungen inkonsistenten Gro¨ßen Rk(t) und
Ak(t) im Hinblick auf kinematische Konsistenz zu korrigieren. Fu¨r die Parametrisierung
der Orientierung ist aus Konvergenzgru¨nden der U¨bergang von der Transformations-
matrix Ak(t) zum Rodrigues-Vektor sk(t) sinnvoll. Somit sind fu¨r jeden Starrko¨rper
k = 1, . . . , nK aus den inkonsistenten Gro¨ßen
xk (t) =
[
Rk (t)
sk (t)
]
fu¨r alle diskreten Zeitpunkte t die mit den nichtlinearen Gelenkbindungen C (x¯) = 0
vertra¨glichen Gro¨ßen
x¯k (t) =
[
R¯k (t)
s¯k (t)
]
zu ermitteln, wobei im Folgenden der Index der Zeit t nicht mehr angeschrieben wird.
Dieser Sachverhalt la¨sst sich mit
x (t) =
 x1 (t)...
xnK (t)
 und x¯ (t) =
 x¯1 (t)...
x¯nK (t)

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in der Form eines Optimierungsproblems
‖x¯− x‖2 = minx¯ ,
C (x¯) = 0
(5.7)
formulieren, wobei die nB × 1 Spaltenmatrix
C (x¯) =
 C1 (x¯)...
CnB (x¯)

die nB Bindungsgleichungen entha¨lt. Aufgrund der Nichtlinearita¨t der impliziten Bin-
dungen C (x¯) = 0 ist eine iterative Lo¨sung von (5.7) notwendig. Mit der Linearisierung
um die Stelle x¯i folgt mit x¯i+1 = x¯i +∆x¯i aus (5.7)∥∥x¯i − x+∆x¯i∥∥
2
= min
∆q¯
,
C
(
x¯i
)
+Cx¯
(
x¯i
)
∆x¯i = 0,
(5.8)
woraus sich die Iterationsvorschrift
x¯0 = x,
x¯i+1 = x¯i +∆x¯i
ableiten la¨sst. Die A¨nderung ∆x¯i kann mit Hilfe der Pseudo-Inversen
C†x¯ = C
T
x¯
(
x¯i
) [
Cx¯
(
x¯i
)
CTx¯
(
x¯i
)]−1
von Cx¯ (x¯
i) aus der Beziehung
∆x¯i = C†x¯C
(
x¯i
)
+
[
I−C†x¯
(
x¯i
)
Cq¯
(
x¯i
)] (
x− x¯i)
berechnet werden. Mit Hilfe von
A (¯s) = I+
2
(
˜¯s+ ˜¯s˜¯s
)
1 + s¯T s¯
und ω (¯s) =
[
2
(
I+ ˜¯s
)
1 + s¯T s¯
]
︸ ︷︷ ︸
G(¯s)
˙¯s = G (¯s) ˙¯s
gelingt die Darstellung der Gelenkbindungen in Abha¨ngigkeit von x. Werden die Ko¨rper
k und ` durch ein Kugelgelenk verbunden, so lauten die entsprechenden Zeilen ausC (x¯)
R¯k +
(
I+
2
(
˜¯sk + ˜¯sk˜¯sk
)
1 + s¯Tk s¯k
)
rkk` − R¯` −
(
I+
2
(
˜¯s` + ˜¯s`˜¯s`
)
1 + s¯T` s¯`
)
r``k = 0.
Die entsprechenden Zeilen bzw. Spalten der Funktionalmatrix Cx¯ (x¯) ergeben sich aus
der Beziehung
[
I −r˜k`Gk −I r˜`kG`
]

˙¯Rk
˙¯sk
˙¯R`
˙¯s`
 = 0,
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wobei die Transformation in das Inertialsystem u¨ber rk` = Ak (¯sk) r
k
k` und r`k =
A` (¯s`) r
`
`k durchgefu¨hrt wurde. Handelt es sich um ein Drehgelenk, so treten zusa¨tzliche
Bindungen auf, wobei im Folgenden nur eine dargestellt wird. Mit
ez,i = Ak (¯sk)Aki (αki, βki, γki) e
i
z und ex,j = A` (¯s`)A`j (α`j, β`j, γ`j) e
j
x
lautet die entsprechende Bindungsgleichung
eTz,iex,j = 0,
wobei die zugeho¨rige Zeile bzw. Spalten der Funktionalmatrix Cx¯ (x¯) u¨ber die lineare
Beziehung[
−eTx,j e˜z,iGk −eTz,ie˜x,jG`
] [ ˙¯sk
˙¯s`
]
= 0.
gegeben sind.
Der verwendete Ansatz zur Modellgenerierung steht und fa¨llt mit der Definition des
Markersets. Zuna¨chst mu¨ssen soviel Marker zur Verfu¨gung stehen, wie zur eindeutigen
Beschreibung von Lage und Orientierung der Starrko¨rper notwendig ist. Wa¨hrend die
Bestimmung der Lage u¨ber Gleichung (5.1) immer eindeutig ist, mu¨ssen fu¨r die Bestim-
mung der Orientierung mindestens drei nichtkollinear angeordnete Marker vorhanden
sein. Zwar la¨sst sich die Methode auch in diesem Fall anwenden, jedoch mu¨ssen die nicht
eindeutigen Freiheitsgrade bei der Modellierung der Bindungen beru¨cksichtigt werden.
Folgendes Beispiel soll diesen Sachverhalt verdeutlichen. Stehen fu¨r einen Ko¨rper nur
2 Marker zur Verfu¨gung, so ist die Rotation um die Achse in Richtung der Verbin-
dungsgeraden nicht eindeutig. Somit la¨sst sich dieser Ko¨rper beispielsweise nur u¨ber
ein Kugelgelenk an einen anderen binden. Auch das Problem der Markerverdeckung
sei in diesem Zusammenhang erwa¨hnt. Der Verlust der Information u¨ber die absolu-
te Markerposition wa¨hrend eines Optimierungslaufs macht sich im Hinblick auf die
Rekonstruktion der Bewegung negativ bemerkbar.
5.2.4 Konsistente Kinematik in Minimalkoordinaten
Der U¨bergang auf voneinander unabha¨ngige Minimalkoordinaten q(t) fu¨hrt auf die For-
mulierung der Kinematik in expliziter Form gema¨ß Abschnitt 1.3.1. Die U¨bertragung
der gemessenen Bewegung bedeutet somit die Berechnung der noch unbekannten Ge-
lenkkoordinaten q(t) bei kinematischer Fu¨hrung ausgewa¨hlter Referenzpunkte. Dies
erfolgt wieder mit Hilfe eines Optimierungsproblems gema¨ß Abschnitt 3.2. Mit der
Kenntnis der Gelenkkoordinatenverla¨ufe q(t) ist die Projektion der gemessenen Bewe-
gung auf das Starrko¨rpermodell vollzogen.
5.3 Anwendungsbeispiel: Ganzko¨rperbewegung
Die Grundlage fu¨r das folgende Beispiel bildet das in Abbildung 5.6 dargestellte Marker-
set. Zur Verfu¨gung standen die Absolutkoordinaten von 55 Markerpunkten u¨ber ca.
1000 Frames. Untersucht wurde die Gehbewegung von mehreren Probanden, von de-
nen nur eine herausgegriffen werden soll. Dabei sind zwei wesentliche Fragestellungen
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Abbildung 5.6: Starrko¨rper (Marker) und Gelenke des Modells
zu kla¨ren. Zum einen soll gepru¨ft werden, ob mit Hilfe des oben dargestellten Verfah-
rens die der Messung zu Grunde liegende Kinematik des Menschen reproduziert wer-
den kann. Zum andern besteht das Ziel darin, eine mo¨glichst einfache Kinematik mit
wenigen Freiheitsgraden zu finden, welche die gemessene Bewegung noch ausreichend
genau reproduzieren kann. Mit anderen Worten: gesucht ist die Systemtopologie, die
zur vorliegenden Messung am besten passt. Gleichzeitig soll gekla¨rt werden, wie viele
Freiheitsgrade mindestens notwendig sind um die gemessene Bewegung zu beschreiben.
Als Gu¨tekriterium dient neben der mittleren Abweichung der mit dem Modell reprodu-
zierten Bewegung zur Messung auch der subjektive Eindruck, der bei der Betrachtung
des Modellverhaltens entsteht.
Die Zuordnung der Marker - Starrko¨rper, die Anzahl Marker pro Ko¨rper sowie deren
Platzierung sind entscheidende Faktoren im Hinblick auf die Gu¨te des Modells. In Ab-
bildung 5.6 (links) dargestellt sind die einzelnen Starrko¨rper und die dazugeho¨renden
Marker. Deren Lage und Orientierung wird durch die ko¨rperfesten Koordinatensysteme
angedeutet. In Abbildung 5.6 (rechts) ist das daraus ermittelte Starrko¨rpermodell zu
sehen. Dargestellt ist die Lage der Gelenke bezu¨glich der ko¨rperfesten Referenzsyste-
me und der Gelenktyp. Zusa¨tzlich zu der eingezeichneten Kugel, die ein Kugelgelenk
symbolisiert, ist im Falle eines Drehgelenks auch die Lage und Richtung der Drehachse
in Form eines Zylinders eingezeichnet.
Bemerkenswert ist die Tatsache, dass eine komplexe Gehbewegung ausreichend gut
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mit Hilfe eines Systems beschrieben werden kann, dessen Starrko¨rper nur u¨ber Kugel-
und Drehgelenke verbunden sind. Diesen Eindruck soll Abbildung 5.7 vermitteln. Dar-
gestellt ist eine Folge von vierzehn Frames einer Gehbewegung. Dabei ist sowohl die
Messung (rote Markerpunkte) als auch das Starrko¨rpermodell zu sehen.
Die Lage und Orientierung der Gelenke bzw. Gelenkachsen haben entscheidenden
Einfluss auf den menschena¨hnlichen Charakter des Modells. Ein Vergleich mit anthro-
pometrischen Daten zeigt, dass auch die ermittelten Modellparameter im Wesentlichen
denen des Menschen entsprechen. Die Charakteristik der menschlichen Topologie tritt
auch in dem gescha¨tzten Modell in Erscheinung, womit die wesentlichen Merkmale der
Bewegung weitestgehend erhalten bleiben. Auf die Angabe der Modellparameter soll
hier jedoch verzichtet werden, da die Modellparameter mit jedem zu Grunde liegenden
Datensatz variieren. Auch die Anzahl der diskreten Messpunkte sowie die Qualita¨t der
Messdaten (Messrauschen, Markerverutschen) haben entscheidenden Einfluss auf das
generierte Modell.
Wie oben erwa¨hnt, basiert dieses Beispiel auf einen Markerset bestehend aus nur 55
Markerpunkten. Somit wird eine wesentliche Einschra¨nkung deutlich. Durch die gerin-
ge Anzahl von Messpunkten und durch die damit verbundene Freiheitsgradreduktion
sind keine Aussagen u¨ber Detailbewegungen einzelner Ko¨rper mo¨glich. Da sich die Be-
rechnung ausschließlich auf die Bindungsgleichungen idealer Gelenke stu¨tzt, geht auch
die Besonderheit der außerordentlich komplizierten Kinematik menschlicher Gelenke
verloren. Diese Beeintra¨chtigung la¨sst sich teilweise aber durch die Platzierung meh-
rerer Marker und die Implementierung einer komplexeren Gelenkkinematik beheben.
Grundsa¨tzlich la¨sst sich feststellen, dass die Modellgenauigkeit mit der Auflo¨sung und
der Qualita¨t der Messung steht und fa¨llt. Im Hinblick auf die Abscha¨tzung von Mo-
dellparametern der im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Simulationsmodelle hat sich
diese Methode aber bewa¨hrt. In Bezug auf die Generierung von menschena¨hnlichen Be-
wegungen fu¨r den humanoiden Roboter, dessen Kinematik durchaus durch Starrko¨rper
und ideale Gelenke angena¨hert werden kann, ist der oben erwa¨hnte Sachverhalt nicht
als Einschra¨nkung zu sehen. Die geringe Anzahl an Freiheitsgraden und die einfachen
Gelenke erleichtern die U¨bertragung der gemessenen Bewegung auf das technische Ro-
botersystem.
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Abbildung 5.7: Anwendungsbeispiel: Ganzko¨rperbewegung
Zusammenfassung und Ausblick
Zusammenfassung
Das wesentliche Thema der vorliegenden Arbeit ist die Modellierung und Simulation
biomechanischer Systeme. Die Arbeit gliedert sich grob in zwei Teile.
Der erste Teil behandelt verschiedene Aspekte der rechnergestu¨tzten Behandlung
von Mehrko¨rpersystemen. Im Hinblick auf eine mo¨glichst detailgetreue Modellierung
der komplexen Kinematik des Menschen werden zuna¨chst geeignete Formalismen vor-
gestellt und diskutiert. Besonderes Augenmerk liegt dabei auf einer speziellen Formu-
lierung der Gelenkkinematik, die eine einfache und effiziente Nachbildung der mensch-
lichen Gelenke erlaubt.
Der zweite Teil widmet sich der biomechanischen Modellierung des Menschen. Ein
wichtiges Ziel dieser Arbeit ist es, die wesentlichen kinematischen und dynamischen
Eigenschaften des Menschen modelltechnisch zu erfassen. Dabei werden zwei unter-
schiedliche Modellierungsansa¨tze verfolgt. Die erste Klasse von Menschmodellen stu¨tzt
sich vorwiegend auf anthropometrische Daten, die in der Fachliteratur zu finden sind.
Sie sind durch die Problemstellungen motiviert, die im Rahmen des M4 Teilprojektes
des SFB 588 entstanden sind. Im Gegensatz dazu bilden ausschließlich Messdaten die
Basis fu¨r den zweiten Modellierungsansatz. Wesentliches Ziel dabei ist, eine mo¨glichst
einfache Kinematik aus experimentell ermittelten Bewegungen des Menschen abzulei-
ten.
Im Hinblick auf die Generierung von Bewegungsgleichungen muss zuna¨chst eine kine-
matische Vorarbeit geleistet werden. Die geeignete Wahl der Koordinaten sowie die For-
mulierung von Bindungsgleichungen sind in diesem Zusammenhang als die wesentliche
Aufgabe zu sehen. Diesem Thema widmet sich das erste Kapitel dieser Arbeit. Es be-
ginnt mit der Behandlung der dreidimensionalen Starrko¨rperbewegung. Dabei werden
zuna¨chst die kinematischen Grundlagen erla¨utert und die wesentlichen Begriffe und De-
finitionen gekla¨rt. Im Hinblick auf die kinematische Behandlung von Starrko¨rperketten
mit Baumstruktur wird zuna¨chst die rekursive Formulierung der Kinematik in Rela-
tivkoordinaten behandelt, wobei die Formulierung der Gelenkbindungen in expliziter
Form erfolgt. Im Anschluss werden die Standardgelenke um problemspezifische Gelen-
ke erweitert, die im Hinblick auf die Modellierung der menschlichen Kinematik eine
wichtige Rolle spielen. Abschließend wird auf die Formulierung von impliziten Bindun-
gen eingegangen, die vor allem bei Systemen mit geschlossenen Schleifen und bei der
messdatenbasierten Entwicklung von Menschmodellen Anwendung finden.
Kapitel 2 behandelt zuna¨chst die Dynamik eines einzelnen Starrko¨rpers. Dabei wer-
den in diesem Zusammenhang wichtige Begriffe und Definitionen erla¨utert. Darauf
aufbauend werden verschiedene Ansa¨tze zur Generierung von Bewegungsgleichungen
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in Verbindung mit geeigneten Lo¨sungsverfahren unter dem Aspekt einer effizienten
Rechnerimplementierung vorgestellt. Die Formulierung von Bewegungsgleichungen in
voneinander abha¨ngigen Absolutkoordinaten ist zuna¨chst Kernpunkt der Betrachtung,
wobei auch auf die damit verbundene Problematik im Hinblick auf die Behandlung von
differential-algebraischen Gleichungssystemen kurz eingegangen wird. Weiterhin wird
die Generierung von Bewegungsgleichungen fu¨r Systeme mit Baumstruktur behandelt,
wobei die kinematischen Bindungsgleichungen in expliziter Form auf die Beschreibung
in Minimalkoordinaten fu¨hren. In diesem Zusammenhang wird auch kurz auf die Be-
handlung von Schleifenschließbedingungen eingegangen. Kapitel 2 schließt mit einer
kurzen Einfu¨hrung in die inverse Dynamik von allgemeinen Starrko¨rpersystemen.
Das dritte Kapitel dieser Arbeit bescha¨ftigt sich zuna¨chst mit der Problematik der
inversen Kinematik unter dem Aspekt verschiedener Lo¨sungsansa¨tze. Die vorgestellten
numerischen Methoden finden Anwendung sowohl bei der Analyse von menschlichen
Bewegungen als auch bei der Simulation des SFB-Roboters im Zusammenhang mit
dem Greifen und Manipulieren von Objekten. Mit diesem Thema eng verwandt ist
auch die U¨bertragung gemessener Basisbewegungen des Menschen auf kinematische
Starrko¨rpermodelle. Dazu wird im Rahmen des Sonderforschungsbereichs eine sog. Be-
wegungsdatenbank erstellt, die dem Roboter ein umfangreiches Repertoire an mensch-
lichen Bewegungen bereitstellen soll. Die in Kapitel 3 vorgestellte Methode und deren
numerische Implementierung bildet die Basis fu¨r die Berechnungen in Zusammenhang
mit der oben genannten Datenbank. Ein Anwendungsbeispiel schließt dieses Kapitel
ab.
Die Modellierung des Menschen ist Kernthema des vierten Kapitels. Es soll als
U¨berblick u¨ber die im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Menschmodelle verstan-
den werden. Dabei ist die wesentliche Aufgabenstellung sowohl der Modellierung als
auch der Visualisierung der menschlichen Kinematik zuzuordnen. Sie basieren sowohl
auf anthropometrischen Daten und Erkenntnissen, die aus der Fachliteratur entnom-
men sind, als auch auf eigene Annahmen und Approximationen. Im Gegensatz zu dem
in der Fachliteratur oft verwendeten zweidimensionalen Modellierungsansatz, konzen-
triert sich die Modellierung hier grundsa¨tzlich auf dreidimensionale Ganzko¨rpermodelle
in Minimalkoordinaten. Diese sind in Zusammenhang mit der in Kapitel 3 dargestellten
Projektion von gemessenen Bewegungen auf Starrko¨rpersysteme ebenfalls als kinema-
tisches Grundgeru¨st zu sehen. Im Hinblick auf die Analyse menschlicher Bewegungen
im Rahmen des SFB 588 leisten die erarbeiteten Modelle und Methoden einen ent-
scheidenden Beitrag. Auch die Kla¨rung biomechanischer Fragestellungen in Bezug auf
die Dynamik des Menschen und des humanoiden Roboters ist damit ebenso mo¨glich.
Im Gegensatz zu den oben dargestellten Menschmodellen behandelt das fu¨nfte Ka-
pitel die Rekonstruktion der menschlichen Kinematik aus experimentell ermittelten
Daten. Dieser Ansatz verfolgt den Grundgedanken, aus den Motion-Capture-Daten
die kinematischen Zusammenha¨nge abzuleiten, ohne ein kinematisches Grundgeru¨st
zu Grunde zu legen. Dabei werden zuna¨chst einzelne Markerpunkte zu Starrko¨rpern
zusammengefasst und aus deren Relativbewegung die passenden kinematischen Bin-
dungen ermittelt und im Hinblick auf kinematische Konsistenz korrigiert. Im Detail
besteht die Grundidee darin, die impliziten Starrko¨rper- sowie die Gelenkbindungen
als Optimierungsproblem zu formulieren und im Sinne eines Least-Square-Ansatzes zu
behandeln. Die gewa¨hlte Methode la¨sst sich ohne Einschra¨nkung auf beliebige Bin-
dungsgleichungen in impliziter Form ausdehnen. Das wesentliche Ziel dabei ist, eine
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gute Na¨herung des realen Systems zu finden, das der Messung zu Grunde gelegt wer-
den kann. Damit ko¨nnen die wichtigsten Charakteristiken der menschlichen Kinematik
identifiziert werden und eine zur menschlichen Bewegung optimal passende Kinematik
entworfen werden.
Die vorliegende Arbeit verfolgt stets das Ziel, die vorgestellten Methoden der rech-
nergestu¨tzten Mechanik mit den erstellten Simulationsmodellen des Menschen und des
Roboters in Form einer Matlab-Toolbox zu verbinden. Sie ist durch die im Rah-
men des SFB 588 entstandenen Aufgabenstellungen motiviert und soll damit einen
praktischen Bezug herstellen. Die Eigenschaften und der Funktionsumfang orientieren
sich dabei an den mechanischen Problemstellungen die innerhalb des M4-Teilprojektes
bearbeitet wurden. Im Anhang dieser Arbeit ist deshalb ein kurzer U¨berblick u¨ber
Funktionsweise und -umfang der entwickelten Toolbox dargestellt.
Abschließend soll an dieser Stelle die Grundidee der Modellierung bzw. die Philoso-
phie der numerischen Implementierung zusammengefasst werden. Die in dieser Arbeit
durchgefu¨hrte Modellierung der menschlichen Kinematik erfolgt stets in Anlehnung an
Motion-Capture Messungen. Der Grundgedanke dabei ist, aus der Relativbewegung
benachbarter Segmente die relevanten Systemparameter zu identifizieren. Die Vorge-
hensweise bei der Modellierung des Kniegelenks nach Kapitel 4 soll an dieser Stelle der
stets verfolgte Grundgedanke verdeutlichen.
Erfolgt die Modellierung des Kniegelenks mit Hilfe eines einfachen Drehgelenks, so
ist die Lage und Orientierung der Drehachse zu bestimmen. Fu¨r allgemeingu¨ltige Mo-
delle ko¨nnen diese Informationen beispielsweise aus der biomechanischen Fachliteratur
entnommen werden, die vorwiegend auf a¨ußere Vermessungen und statistische Erhe-
bungen beruhen. Um die Simulationsmodelle an unterschiedliche Probanden individuell
anzupassen, kommt jedoch die in Kapitel 5 dieser Arbeit vorgeschlagene Methode zum
Einsatz. Unter der Voraussetzung, dass geeignete Messdaten vorliegen, ko¨nnen damit
die zur Modellierung erforderlichen Parameter ermittelt werden. Die mathematische
Umsetzung des Kniegelenks erfolgt in diesem Fall sinnvollerweise in Relativkoordina-
ten.
Um zusa¨tzlich die Roll-Gleit-Bewegung zwischen Tibia und Femur vereinfacht abzu-
bilden, wird ein anderer Weg eingeschlagen. Geht man zuna¨chst von einer zweidimen-
sionalen Relativbewegung aus, so kann die oben angedeutete Drehachse als Fla¨chen-
normale auf die Ebene aufgefasst werden, in der die Relativbewegung erfolgt. Das
in Kapitel 3 vorgeschlagene Motion-Mapping la¨sst sich nun auf die zuna¨chst unge-
bundene Starrko¨rper anwenden, woraus sowohl die Bahnkurve eines auf der Tibia
ko¨rperfesten Punktes als auch der relative Verdrehwinkel berechenbar ist. Die Model-
lierung des Kniegelenks im Sinne einer rekursiven Formulierung nach Abschnitt 1.3.1
gelingt nun, indem die drei zuna¨chst unabha¨ngigen Relativkoordinaten mit Hilfe von
Splines als Funktion einer unabha¨ngigen Variablen dargestellt werden. Auch hier fu¨hrt
der gewa¨hlte Ansatz auf Bindungsgleichungen in expliziter Form.
Im Gegensatz zu den oben dargestellten Ansa¨tzen, kann die Modellierung auch mit
Hilfe von impliziten Bindungsgleichungen erfolgen. In Anlehnung an das anatomische
Vorbild, ko¨nnen auch in diesem Fall zwei leicht unterschiedliche Wege beschritten wer-
den. Betrachtet man den Femurkopf aufgrund seiner Form als Ellipsoid, so la¨sst sich
das Kniegelenk mit Hilfe von impliziten Bindungen nach Abschnitt 1.3.5 beschrei-
ben. Dabei werden mehrere auf der Tibia ko¨rperfeste Punkte auf der Oberfla¨che eines
relativ zum Femur festen Ellipsoids gefu¨hrt. Unter der Annahme, dass sich die Liga-
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mente wie starre Pleuelstangen verhalten, lassen die Anordnung der Kreuzba¨nder und
die Form der Femurkondylen in guter Na¨herung einen Vergleich mit einem gekreuz-
ten Viergelenk zu. Aus modellierungstechnischer Sicht erfolgt die Implementierung des
Femorotibialgelenks auch in diesem Fall in Form von impliziten Zwangsbedingungen,
wobei ko¨rperfeste Ansatzpunkte gewissen Abstandsbedingungen unterliegen. In beiden
Fa¨llen ko¨nnen sowohl die Parameter des Viergelenks als auch die des Ellipsoidgelenkes
abgescha¨tzt werden, in dem das Motion-Mapping nach Kapitel 3 auf zuna¨chst unge-
bundene Starrko¨rper angewendet wird. Definiert man nun beispielsweise beliebige auf
der Tibia ko¨rperfeste Referenzpunkte, so ko¨nnen damit zuna¨chst die relativen Bahn-
kurven ermittelt werden. Daraus la¨sst sich im Sinne eines Least-Squares-Ansatzes ein
Optimierungsproblem formulieren, woraus sich die La¨ngen der Kreuzba¨nder bzw. die
Hauptachsen des Ellipsoids in guter Na¨herung ergeben.
Die oben dargestellten Ansa¨tze sind auf jedes Gelenk des menschlichen Bewegungs-
apparates anwendbar. Obwohl sie sich auf Modellierungsebene deutlich unterscheiden,
ero¨ffnet jede Methode im Einzelnen die Mo¨glichkeit, die fu¨r Detailuntersuchungen er-
forderlichen Systemparameter bzw. die Wahl der Modellierungselemente problemspe-
zifisch und individuell anzupassen. Im Gegensatz zu den in der Fachliteratur ha¨ufig
verwendeten Standardmodellen des Menschen, deren Anthropometrie oft nur dem sta-
tistischen Mittel entspricht, wird hier der umgekehrte Weg eingeschlagen. Dazu sollen
die in dieser Arbeit erstellten Simulationsmodelle und -werkzeuge einen Beitrag leisten.
Ausblick
Eine wesentliche Aufgabe dieser Arbeit bestand in der Entwicklung von Simulations-
modellen fu¨r die realita¨tsnahe Simulationen der menschlichen Kinematik und Dynamik.
In diesem Zusammenhang ergibt sich jedoch eine Vielzahl von weiterfu¨hrenden Frage-
stellungen.
Besonders im Hinblick auf die Dynamik des menschlichen Bewegungsapparates,
spielt die Modellierung der Muskel und Schwabbelmassen eine wichtige Rolle. Diese
Problemstellung wurde hier nicht diskutiert und wa¨re ein wichtiger Baustein im Hin-
blick auf eine detaillierte Abbildung der menschlichen Dynamik. Speziell der klassische
Ansatz zur Modellierung der Muskel mit Hilfe von seriellen Feder-Da¨mpfersystemen
bietet interessante Mo¨glichkeiten zur Co-Simulation. Diese Muskelmodelle setzen sich,
dem anatomischen Vorbild folgend, aus einer Reihenschaltung von Muskeln und Sehnen
zusammen, die jeweils als elastische Elemente formuliert werden. Die mathematische
Beschreibung erfolgt dabei in Form eines Differentialgleichungssystems erster Ordnung.
Die Kopplung der Muskeldynamik mit Starrko¨rpermodellen des menschlichen Bewe-
gungsapparates kann beispielsweise in Form einer Co-Simulation erfolgen, bei der die
Integrationen der Teilsysteme Muskel und Skelett getrennt durchgefu¨hrt werden und
die Kopplung durch einen entsprechenden Datenaustausch realisiert wird. Vor allem
im Hinblick auf die numerische Effizienz wa¨re dieser Ansatz gerechtfertigt, da die Be-
wegungsgleichungen der Muskel in der Regel als sehr steif anzusehen sind und im
Gegensatz zur Starrko¨rperdynamik des Skeletts mit geeigneten numerischen Verfahren
gesondert behandelt werden ko¨nnen.
Wa¨hrend die modelltechnische und numerische Umsetzung der Muskel- und Weich-
teildynamik kein großes Problem darstellt, gestaltet sich die Ermittlung der dafu¨r zwin-
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gend notwendigen Systemparameter grundsa¨tzlich als a¨ußerst schwierig. Speziell im
Hinblick auf die Bestimmung von Masse- und Tra¨gheitseigenschaften der Menschmodel-
le, ero¨ffnet die beru¨hrungslose Body-Scanner Technologie umfangreiche Mo¨glichkeiten
zur Anwendung im Bereich der Anthropometrie. Dabei handelt es sich um eine hoch-
auflo¨sende, dreidimensionale Erfassung und Darstellung der Ko¨rperoberfla¨che und ver-
schiedenster Schnittebenen, die in Verbindung mit vereinfachten Annahmen hinsicht-
lich der Massenverteilung eine individuelle Ermittlung von anthropometrischen Daten
erlaubt.
Die in dieser Arbeit durchgefu¨hrte, biomechanische Modellierung stu¨tzt sich insge-
samt auf einen Starrko¨rperansatz. Im Hinblick auf medizinische Detailuntersuchungen
ist diese vereinfachende Annahme jedoch unzureichend. Unter diesem Aspekt wa¨re
die Modellierung gewisser Teilsysteme als elastische Strukturen in Verbindung mit
einer modalen Reduktion sicherlich gerechtfertigt. Aufbauend auf die in dieser Ar-
beit vorgestellten Methoden und Modelle, wa¨re ein Schritt in Richtung von flexiblen
Mehrko¨rpersystemen eine sinnvolle Erweiterung.
Bei der Modellierung der Gelenkkinematik wird hier die Grundidee verfolgt, die
makroskopische Bewegung des Menschen zu betrachten und daraus die Kinematik ein-
zelner Gelenke zu identifizieren. Dabei wird sowohl auf explizite als auch implizite Bin-
dungsgleichungen zuru¨ckgegriffen, deren Parameter aus der relativen Bewegung der
Starrko¨rper zueinander ermittelt werden. Die Gelenkverbindungen des menschlichen
Ko¨rpers sind jedoch frei von strengen kinematischen Kopplungen. Alle Knochen wer-
den ausschließlich durch Ba¨nder, Knorpel und Muskeln, d.h. durch elastische Elemente
zusammengehalten und besitzen in der Regel sechs Freiheitsgrade pro Gelenk. Die lo-
gische Konsequenz daraus wa¨re die Modellierung der Gelenke u¨ber geeignete Kraftele-
mente, die dem Bestreben nach realita¨tsnaher Simulationen der menschlichen Dynamik
sicherlich einen Schritt na¨her kommt. Im Hinblick auf die rein kinematische Analyse von
Bewegungsabla¨ufen mit Hilfe der Motion-Capture-Technik ist die elastische Kopplung
der Starrko¨rper jedoch nicht sinnvoll.
Vor dem Hintergrund eines uneingeschra¨nkten Einsatzes der verfu¨gbaren Menschmo-
delle in Zusammenhang mit biomechanischen Analysen, ist die Erweiterung der hier
entwickelten Modelle um problemspezifische Kontaktformulierungen zwingend notwen-
dig. Experimentelle Beobachtungen aus dem Bereich der Sportwissenschaft und Me-
dizin zeigen beispielsweise, dass die Eigenschaften des Bodenkontakts beim Gehen,
Laufen oder Springen entscheidenden Einfluss auf die Belastung der Gelenke haben.
Auch im Hinblick auf die Simulation von Greifvorga¨ngen ist eine entsprechende Kon-
taktformulierung erforderlich.
In Zusammenhang mit der in Kapitel 3 dargelegten Methode zur U¨bertragung von
Motion-Capture-Daten auf Starrko¨rpersysteme in Verbindung mit der inversen Dy-
namik ergeben sich zwei weiterfu¨hrende Fragestellungen. Zum einen wurde die Inte-
gration von Bodenreaktionskra¨ften in die Berechnung der inversen Dynamik an dieser
Stelle stillschweigend ignoriert. Diese sind jedoch Voraussetzung fu¨r eine zuverla¨ssige
Abscha¨tzung der auftretenden Belastungen und sind entsprechend zu beru¨cksichtigen.
Zum anderen erfolgt die Berechnung der Gelenkkoordinaten grundsa¨tzlich auf Lage-
ebene. Im Hinblick auf die inverse Dynamik sind jedoch die Zeitableitungen der Ko-
ordinatenverla¨ufe notwendig, die durch die numerische Differentiation auf erhebliche
Artefakte in den berechneten Kraftgro¨ßen fu¨hren. Eine Kombination von optischen
Motion-Capture-Systemen mit Beschleunigungssensoren ist in diesem Zusammenhang
denkbar.
Der in Kapitel 5 dieser Arbeit diskutierte Ansatz zur Identifikation der menschlichen
Kinematik aus experimentell ermittelten Bewegungen konzentriert sich vorwiegend auf
Gesamtbewegungen des Menschen. Unter diesem Aspekt beschra¨nkt sich die Modellie-
rung der Kinematik auf einfache Gelenkdefinitionen in Form von impliziten Bindungs-
gleichungen. Stehen jedoch Detailuntersuchungen der menschlichen Gelenke im Vorder-
grund, so sind die hier behandelten idealen Gelenke um erweiterte Gelenkdefinitionen
zu erga¨nzen. Dabei la¨sst sich der in Kapitel 5 verfolgte Ansatz ohne Einschra¨nkung
auf beliebige im Sinne eines Optimierungsproblems formulierten Bindungsgleichungen
erweitern.
Anhang
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Anhang A
Das Simulationswerkzeug MkdTools
Dieser Anhang soll einen groben U¨berblick u¨ber die Eigenschaften und Funktions-
umfang des im Rahmen der vorliegenden Arbeit entstandenen Simulationswerkzeu-
ges MkdTools liefern. Die in den Kapiteln eins, zwei und drei dargestellten Methoden
ko¨nnen dabei als eine Zusammenfassung der theoretischen Grundlagen verstanden wer-
den, die in MkdTools Anwendung finden. In Zusammenhang mit den im Rahmen die-
ser Arbeit durchgefu¨hrten Simulationen kommt ausschließlich MkdTools zum Einsatz.
Gleichzeitig dient die Toolbox fu¨r die hier entwickelten Mensch- und Robotermodelle
als Simulationsplattform. Im Hinblick auf die Arbeiten innerhalb des SFB588 Teilpro-
jektes M4 ist MkdTools ebenfalls als Grundlage zu sehen und soll zu den gesetzten
Projektziele einen Beitrag leisten.
A.1 Modellierungselemente
Die Modellkonfigurationsdatei beinhaltet die Modelldefinition und wird aus einzel-
nen Modellierungselementen zusammengesetzt. Sie wird grundsa¨tzlich in der Mat-
lab-Syntax eingegeben. Ein Modellierungselement wird in Form einer sog. Matlab-
Struktur (structures) definiert. Strukturen ermo¨glichen die Zusammenfassung von
mehreren Variablen, in Matlab als Felder (fields) bezeichnet, zu einer mehrdimen-
sionalen Datenstruktur. Sie ko¨nnen mit Hilfe der Funktion struct oder durch direk-
te Zuweisung erzeugt werden. Jedes Modellierungselement besitzt eindeutige Felder,
die das Element definieren. Dabei unterscheidet man zwischen zwingend notwendigen
und optionalen Feldern. Die optionalen Elementdefinitionen werden bei Nichtangabe
mit Standardparametern belegt und verwendet. Fehlen die zur Definition eines Ele-
mentes zwingend notwendigen Parameter, fu¨hrt dies zum Anhalten des Pra¨prozessors.
Unno¨tige Angaben werden stets stillschweigend ignoriert.
Jedes Modellierungselement besitzt grundsa¨tzlich eine Elementbezeichnung, die das
Element eindeutig kennzeichnet. Die Eingabe erfolgt u¨ber das Feld Name, dem ein ein-
deutiger Name in Form einer Matlab-Zeichenkette (string) zugewiesen wird. Die
Elementbezeichnung dient grundsa¨tzlich dazu, es von anderen Elementen aus referen-
zieren zu ko¨nnen. Auf die Eindeutigkeit der Elementnamen ist dabei stets zu achten.
Die Nomenklatur parameter = {a,b}; bezeichnet im Folgenden die Wahlmo¨glichkeit
fu¨r den Parameter parameter zwischen den Werten a oder b. Dabei bezeichnet eine
rote, in Hochkommas angegebene Zeichenkette einen Matlab-String. Eine konstante
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m × n - Matrix wird mit einem blauen Buchstabe Cmn bezeichnet, wobei die Indizes
die Dimension angeben. Alle Modellierungselemente sind monoton steigend zu num-
merieren, wobei der Parameter id im Folgenden fu¨r die entsprechende ID innerhalb
der Modelldefinition steht.
A.1.1 Starrko¨rper
Das Element Body definiert einen starren Ko¨rper. Dazu muss mindestens der eindeutige
Name des Ko¨rpers in Form einer Matlab-Zeichenkette angegeben werden. Weiterhin
ko¨nnen die Masse m, der Tra¨gheitstensor js bezu¨glich des Schwerpunktsystems so-
wie die Lage cs und die Transformationsmatrix Ts des Schwerpunktsystems relativ
zum ko¨rperfesten Referenz-Koordinatensystem angegeben werden. Fehlen die optiona-
len Parameter, so werden diese mit Null- bzw. Einheitsmatrizen belegt.
Body(id).Name=’EindeutigerName’;
Body(id).m = C11; % optional
Body(id).cs = C31; % optional
Body(id).js = C33; % optional
Body(id).Ts = C33; % optional
Listing 1.1: Starrko¨rperdefinition
Dem Modell wird automatisch das Inertialsystem (Grundko¨rper ground) hinzu-
gefu¨gt, das die ID n + 1 tra¨gt und u¨ber sysvar.ground referenziert werden kann.
Dabei steht n fu¨r die Anzahl der definierten Starrko¨rper.
A.1.2 Gelenke
Das Modellierungselement Joint definiert ein Gelenk zwischen zwei Starrko¨rpern. Da-
bei bezeichnet im Folgenden Ko¨rper i den Vorga¨nger und Ko¨rper j den Nachfolger. Die
Gelenkdefinition erfolgt dabei nach dem unten dargestellten Schema und bestimmt die
relativen Freiheitsgrade des Ko¨rpers j bezu¨glich i.
Joint(id).Name = ’EindeutigerName’;
Joint(id).Bodies = ’Koerper i Koerper j’;
Joint(id).rx = {C11, ’q’, ’f(q)’, ’s(q)’, ’f(t)’, ’s(t)’};
Joint(id).ry = {C11, ’q’, ’f(q)’, ’s(q)’, ’f(t)’, ’s(t)’};
Joint(id).rz = {C11, ’q’, ’f(q)’, ’s(q)’, ’f(t)’, ’s(t)’};
Joint(id).w1 = {C11, ’q’, ’f(q)’, ’s(q)’, ’f(t)’, ’s(t)’};
Joint(id).w2 = {C11, ’q’, ’f(q)’, ’s(q)’, ’f(t)’, ’s(t)’};
Joint(id).w3 = {C11, ’q’, ’f(q)’, ’s(q)’, ’f(t)’, ’s(t)’};
Joint(id).Axes = C33; % Axes=[u1, u2, u3]
Listing 1.2: Gelenkdefinition
Wa¨hrend die Reihenfolge der Starrko¨rper im System beliebig ist, spielt die Gelen-
kreihenfolge im Hinblick auf die Modellierung von Starrko¨rperketten eine entscheiden-
de Rolle. Durch eine Folge von Body bzw. Joint Anweisungen ko¨nnen zuna¨chst nur
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offene Starrko¨rperketten modelliert werden. Auf eine regula¨re Nummerierung der Ge-
lenke muss also stets geachtet werden. Die Definition von Schleifenschließbedingungen
erfolgt u¨ber das Modellierungselement Constraint und wird spa¨ter vorgestellt. Ausge-
hend vom Grundko¨rper ground ko¨nnen aber beliebig viele Zweige definiert werden. Fu¨r
jeden Zweig gilt: das erste Gelenk verbindet den ersten Ko¨rper mit dem Grundko¨rper
ground.
Jedes Gelenk wird zuna¨chst mit einem Namen in Form einer Matlab-Zeichenkette
versehen. Dem Feld Bodies werden die Namen der Ko¨rper i und j (durch Leerzeichen
getrennt) ebenfalls in Form einesMatlab-String zugewiesen. Die translatorischen Frei-
heitsgrade des Gelenkes werden u¨ber die Felder rx, ry und rz definiert. Sie bilden die
Koordinaten des Ortsvektors vom Ursprung des Referenzsystems des Ko¨rpers i zum
Ursprung des Referenzsystems des Ko¨rpers j. Die relative Orientierung beider Refe-
renzsysteme wird u¨ber drei aufeinander folgende Elementardrehungen (Drehreihenfolge
[1,2,3]) beschrieben, wobei die Drehachsen u¨ber die Variable Axes und die Winkel
u¨ber die Felder w1, w2 bzw. w3 festgelegt wird. Die Eingabe der Drehachsen erfolgt mit
Hilfe einer 3 × 3-Matrix, deren Spalten die Einheitsvektoren in Richtung der Achsen
[u1, u2, u3] entha¨lt.
Jede Lagekoordinate bzw. jeder Winkel kann entweder konstant, eine Funktion einer
generalisierten Koordinate oder der Zeit sein. Dabei gelten folgende Konventionen:
• Die Zuweisung einer Konstante hat zur Folge, dass die entsprechende Koordinate
bzw. Winkel diesen Wert beibeha¨lt und sich zeitlich nicht a¨ndert.
• Die Zuweisung eines String, jedoch nicht beginnend mit dem Buchstabe f oder s,
wird als Referenz auf eine generalisierte Koordinate gedeutet. D.h., die entspre-
chende Lagekoordinate bzw. Winkel entspricht einer generalisierten Koordinate,
die u¨ber das Modellierungselement GenCoor definiert werden muss. Beispielsweise
definiert Joint(1).rx=’q1’; die x-Koordinate des relativen Lagevektors als die
generalisierten Koordinate q1.
• Die Zuweisung eines String beginnend mit dem Buchstabe f, gefolgt von einer
beliebigen Zeichenkette und anschließend von einer in runden Klammern einge-
schlossenen generalisierten Koordinate, bedeutet eine funktionale Abha¨ngigkeit.
Die entsprechende Funktion und die generalisierte Koordinate mu¨ssen u¨ber die
Modellierungselemente qFunction bzw. GenCoor definiert werden. Beispielswei-
se definiert Joint(1).rx=’fabc123(q1)’; die x-Koordinate des relativen Lage-
vektors als eine Funktion einer generalisierten Koordinate q1. Der funktionale
Zusammenhang wird dabei u¨ber die Funktion fabc123 realisiert.
• Die Zuweisung eines String beginnend mit dem Buchstabe s, gefolgt von ei-
ner beliebigen Zeichenkette und anschließend von einer in runden Klammern
eingeschlossenen generalisierten Koordinate, bedeutet ebenfalls eine funktionale
Abha¨ngigkeit. Im Gegensatz zur Option f(q), erfolgt hier die Interpolation der
kinematischen Zusammenha¨nge mit Hilfe von Splines. Die entsprechende Spli-
ne und die generalisierte Koordinate mu¨ssen u¨ber die Modellierungselemente
qSpline bzw. GenCoor definiert werden. Beispielsweise definiert Joint(1).ry
=’sefg456(q2)’; die y-Koordinate des relativen Lagevektors als eine Funktion
einer generalisierten Koordinate q2. Der funktionale Zusammenhang wird dabei
u¨ber die Spline sefg456 realisiert.
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• Die Zuweisung eines String beginnend mit dem Buchstabe f oder s, gefolgt von
einer beliebigen Zeichenkette und anschließend von einem in runden Klammern
eingeschlossenen t, bedeutet eine explizite Abha¨ngigkeit von der Zeit t. Die ent-
sprechenden Funktionen f(t) bzw. s(t) mu¨ssen u¨ber die Modellierungselemente
qFunction bzw. qSpline definiert werden. Beispielsweise definiert Joint(1).rz
=’fuvw789(t)’; die z-Koordinate des relativen Lagevektors als eine Funktion
der Zeit t. Der funktionale Zusammenhang wird dabei u¨ber die Funktion fuvw78
realisiert. Fu¨r den Fall Joint(1).rz=’suvw789(t)’; gilt entsprechendes, jedoch
erfolgt hier die Interpolation der Zeitabha¨ngigkeit mit Hilfe der Spline suvw789.
A.1.3 Funktionen
Wird in der Gelenkdefinition ein funktionaler Zusammenhang zwischen den gene-
ralisierten Koordinaten q und den relativen Lagekoordinaten rx, ry, rz bzw. den
Winkeln w1, w2, w3 in Form einer Funktion f(q) angegeben, so ist diese mittels
qFunction zu definieren. Neben dem Funktionsnamen Name ist auch die Angabe ei-
ner gu¨ltigen Matlab-Funktion erforderlich. Als Ru¨ckgabewert wird eine 3× 1-Matrix
in der Form
[
f (q) ∂f(q)
∂q
∂2f(q)
∂q2
]T
erwartet, wobei die Definition in der gewohnten
Matlab-Syntax erfolgt. Analoges gilt fu¨r eine explizite Zeitabha¨ngigkeit f(t) der Ge-
lenkkoordinaten, jedoch erfolgt hier die Angabe in der Form
[
f (t) ∂f(t)
∂t
∂2f(t)
∂t2
]T
.
In beiden Fa¨llen ist jede gu¨ltige Matlab-Syntax zur Definition von Funktionen (z.B.
m-file oder anonymous functions) erlaubt.
qFunction(id).Name = ’EindeutigerName’;
qFunction(id).Function = @FunktionsName;
% Beispiele:
% qFunction(id).Function=@(q) [2*q; 2; 0];
% qFunction(id).Function=@(t) [2*sin(4*t); 8*cos(4*t); -32*sin(4*t)];
Listing 1.3: Definition einer Funktion
A.1.4 Spline-Approximation der Gelenkkoordinaten
Wird in der Gelenkdefinition ein funktionaler Zusammenhang in Form einer Spline s(q)
bzw. s(t) angegeben, so ist diese mittels qSpline zu definieren. Neben dem Funktions-
namen Name ist auch die Angabe einerMatlab-Spline notwendig, wobei die erste und
zweite Ableitung der angegebenen Funktion automatisch berechnet wird. Auf einen
gu¨ltigen Wertebereich ist zu achten, da wa¨hrend der Auswertung aus Effizienzgru¨nden
keine U¨berpru¨fung stattfindet.
qSpline(id).Name = ’EindeutigerName’;
qSpline(id).Spline = MatlabSpline;
% Beispiel: % t=[0:0.1:10]; qSpline(1).Spline=csapi(t,2*sin(4*t));
Listing 1.4: Definition der Spline-Approximation
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A.1.5 Generalisierte Koordinaten
Die generalisierten Gelenkkoordinaten, die in der Gelenkdefinition referenziert werden,
mu¨ssen mit Hilfe des Modellierungselementes GenCoor definiert werden. Die generali-
sierten Koordinaten stellen die Freiheitsgrade des Systems dar. Zwingend erforderlich
ist die Zuweisung eines beliebigen Namens (GenCoor.Name) in Form eines Matlab-
String. Die restlichen Felder sind optional und haben folgende Funktion. Der zula¨ssige
Wertebereich fu¨r die optimierungsbasierte inverse Kinematik (Motion Mapping) kann
u¨ber das Feld Range angegeben werden. Da es dabei einer Initialisierung des Modells
bedarf, kann der Wertebereich der Anfangsstellung u¨ber InitPoseRange eingeschra¨nkt
werden. Die Anfangsbedingungen werden u¨ber die Felder q0 (Anfangslage) und qp0
(Anfangsgeschwindigkeit) beru¨cksichtigt. Fehlen die Anfangsbedingungen, so werden
diese mit Null belegt. U¨ber das Feld BiStop ko¨nnen die Gelenkanschla¨ge definiert
werden (siehe Abschnitt 4.3), wobei folgende Parameter als Eingabe erwartet werden:
Federsteifigkeit, Kraftexponent, Da¨mpferkonstante und die Eindringtiefe fu¨r maxima-
le Da¨mpfung. Die Zuweisung erfolgt in der Form GenCoor(id).BiStop=[c, e, d, ²d];
Die unter GenCoor(id).Range angegebenen Werte dienen dabei als zula¨ssiger Werte-
bereich. Die Modellierung eines Feder-Da¨mpfer-Elementes kann mit Hilfe des Feldes
SpringDamper erreicht werden. Dabei gelten die gleichen Parameter wie unter BiStop,
jedoch erga¨nzt um die La¨nge bzw. Winkel der entspannten Feder bzw. Drehfeder. Die
Zuweisung erfolgt in diesem Fall mit GenCoor(id).SpringDamper=[`0, c, e, d, ²d];.
Die optionalen Parameter BiStop und SpringDamper werden nur wa¨hrend einer dyna-
mischen Simulation beru¨cksichtigt.
GenCoor(id).Name = ’EindeutigerName’;
GenCoor(id).Range = C12; % [min, max], optional
GenCoor(id).InitPoseRange = C12; % [min, max], optional
GenCoor(id).q0 = C11; % optional
GenCoor(id).qp0 = C11; % optional
GenCoor(id).BiStop = C14; % [c, e, d, ed], optional
GenCoor(id).SpringDamper = C15; % [l0, c, e, d, ed], optional
Listing 1.5: Definition der generalisierten Koordinaten
A.1.6 Koordinatensysteme
Das Modellierungselement CoorSys definiert ein ko¨rperfestes Koordinatensystem und
wird z.B. fu¨r die Definition von a¨ußeren Kra¨ften und Momenten oder Schließbedingun-
gen beno¨tigt.
CoorSys(id).Name = ’EindeutigerName’;
CoorSys(id).Body = ’KoerperName’;
CoorSys(id).r = C31;
CoorSys(id).A = C33;
Listing 1.6: Definition eines ko¨rperfesten Koordinatensystems
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Erforderlich ist die Angabe eines Elementnamens Name, eines Bezugsko¨rpers Body,
der relativen Lage r und der relativen Transformationsmatrix A bezu¨glich des ko¨rper-
festen Referenzsystems des Ko¨rpers Body.
A.1.7 Implizite Bindungen
Implizite Bindungen werden mit Hilfe der Anweisung Constraint realisiert (siehe Ab-
schnitt 1.3.5). Jedes Element definiert je nach Typ eine gewisse Anzahl von Bindungs-
gleichungen zwischen zwei Koordinatensystemen. Dabei kann eine beliebige Anzahl
bzw. eine beliebige Kombination der sechs Grundtypen verwendet werden, jedoch ist
auf deren Unabha¨ngigkeit zu achten.
Constraint(id).Name = ’EindeutigerName’;
Constraint(id).Type = {’AtPoint’, ’Parallel’, ’Perpendicular’,
’Orientation’};
Constraint(id).CoorSys = ’Koordinatensystem i Koordinatensystem j’;
Listing 1.7: Definition einer impliziten Bindung
Constraint(id).Name = ’EindeutigerName’;
Constraint(id).Type = ’Distance’;
Constraint(id).CoorSys = ’Koordinatensystem i Koordinatensystem j’;
Constraint(id).l = C11; % l > 0
Listing 1.8: Definition der Abstandsbedingung
Constraint(id).Name = ’EindeutigerName’;
Constraint(id).Type = ’Ellipsoid’;
Constraint(id).Bodies = ’Koerper i Koerper j’;
Constraint(id).R = C31; % Lage des Ellipsoids bzgl. Koerper i
Constraint(id).A = C33; % Orientierung des Ellipsoids bzgl. Koerper i
Constraint(id).Radius = C13; % Haupachsen des Ellipsoids
Constraint(id).Points = C3n; % Auf Koerper j n koerperfeste Punkte
Listing 1.9: Definition eines Ellipsoidgelenks
Neben der Definition eines Elementnamens u¨ber Name ist die Referenzierung zwei-
er Koordinatensysteme Ki und Kj notwendig. Die Koordinatensysteme sind mittels
CoorSys zu definieren, und deren Name ist in das Feld Constraint(id).CoorSys
durch Leerzeichen getrennt einzutragen. Das Feld Type beeinflusst den Typ der er-
zeugten Bindung, wobei sechs Grundtypen implementiert sind:
• AtPoint:
Die absolute Lage des Ursprung des Koordinatensystems Ki stimmt mit der des
Koordinatensystems Kj u¨berein.
• Parallel:
Die z-Achse des Koordinatensystems Ki ist parallel zur z-Achse des Koordina-
tensystems Kj.
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• Perpendicular:
Die z-Achse des Koordinatensystems Ki ist orthogonal zur z-Achse des Koordi-
natensystems Kj.
• Orientation:
Die Orientierung des Koordinatensystems Ki ist identisch mit der des Koordina-
tensystems Kj.
• Distance:
Der Abstand vom Ursprung des Koordinatensystems Ki zu dem des Koordinaten-
systems Kj betra¨gt den unter Constraint(id).l angegebenen konstanten Wert
l, wobei l > 0 gilt.
• Ellipsoid:
Die relativ zum Ko¨rper j festen Punkte Constraint(id).Points bewegen sich
auf der Oberfla¨che eines Ellipsoids mit den Achsen Constraint(id).Radius.
Die relative Lage Constraint(id).R und die Orientierung Constraint(id).A
des Ellipsoids sind bezu¨glich Ko¨rper i zu verstehen. Die Anzahl n der Punkte
betra¨gt 1 ≤ n ≤ 3.
A.1.8 Kraftelemente
Erdbeschleunigung
Die Angabe der Erdbeschleunigung erfolgt mit Hilfe des Elements Gravity in Form
einer 3× 1-Matrix. Die entsprechende Syntax lautet:
Gravity = C31; % optional, default: Gravity=[0;0;0]
Listing 1.10: Starrko¨rperdefinition
A¨ußere Kraft
Eine a¨ußere Kraft wird u¨ber das Modellierungselement Force definiert.
Force(id).Name = ’EindeutigerName’;
Force(id).Type = {’1Body’, ’2Body’;}
Force(id).CoorSys = ’Koordinatensystem i Koordinatensystem j’;
Force(id).Function = {C31, C11, @FunktionsName};
Listing 1.11: Definition einer a¨ußeren Kraft
Das Feld Name beinhaltet den Elementnamen, der in Form eines Matlab-String
eingegeben werden muss. Ebenfalls als Matlab-String sind zwei Koordinatensysteme
Ki und Kj durch Leerzeichen getrennt unter CoorSys anzugeben. Das Feld Type legt
den Krafttyp fest, wobei eine der folgenden Mo¨glichkeiten anzugeben ist:
• 1Body:
Der Ursprung des ersten Koordinatensystems Ki fungiert als Kraftangriffspunkt.
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Das zweite Koordinatensystem gibt das Bezugsystem an, d.h. in welchem die Ko-
ordinaten des Kraftvektors angegeben sind. Sind die beiden Systeme Ki und Kj
identisch, gelingt damit die Modellierung einer ko¨rperfesten Kraft. Die konstan-
ten Koordinaten eines Kraftvektors sind dem Feld Function in Form einer 3×1-
Matrix zuzuweisen. Die Modellierung einer vera¨nderlichen Kraft erfolgt u¨ber die
Angabe einer Matlab-Funktion in dem Feld Function, die wa¨hrend der Simu-
lation zu jedem Zeitschritt ausgewertet wird. Es wird eine Funktion in der Form
function F=FunktionsName(t, q, qp, Model) in der Matlab-Syntax erwar-
tet, die eine 3× 1-Matrix als Funktion der Zeit t, der Systemfreiheitsgrade q und
deren Ableitungen qp ausgibt. Zusa¨tzlich wird die Variable Model u¨bergeben,
welche die gesamte Modellinformation tra¨gt.
• 2Body:
Es wirkt eine Kraft entlang der Verbindungsgeraden zwischen dem Ursprung
des Koordinatensystems Ki und dem Ursprung des Koordinatensystems Kj. Ist
diese Option gesetzt, wird die Amplitude der Kraft in Form einer skalaren Gro¨ße
erwartet. Entsprechendes gilt auch fu¨r eine evtl. vorhandene Matlab-Funktion.
A¨ußeres Moment
Eine a¨ußeres Moment wird u¨ber das Modellierungselement Torque definiert und besitzt
die gleichen Felder wie das oben beschriebene Kraftelement. Es wird ebenfalls zwischen
zwei Optionen unterschieden:
• 1Body:
Das Moment greift an dem Ko¨rper an, zu dem das erste Koordinatensystem Ki
geho¨rt. Wie beim Kraftelement, gibt das zweite System Kj das Bezugsystem des
Momentenvektors an.
• 2Body:
Auf den Ko¨rper i, zu dem das Koordinatensystem Ki geho¨rt, wirkt ein Moment
um die zi-Achse und auf Ko¨rper j, zu dem das System Kj geho¨rt, wirkt das
entgegengesetzte Moment um die zj-Achse.
Auch hier kann entweder eine konstante Gro¨ße oder eine Matlab-Funktion in das
Feld Function eingetragen werden, wobei auch hier auf die Dimension zu achten ist.
Torque(id).Name = ’EindeutigerName’;
Torque(id).Type = {’1Body’, ’2Body’;}
Torque(id).CoorSys = ’Koordinatensystem i Koordinatensystem j’;
Torque(id).Function = {C31, C11, @FunktionsName};
Listing 1.12: Definition einer a¨ußeren Kraft
A.1.9 Marker
Zur U¨bertragung von Motion-Capture-Daten auf Starrko¨rpersysteme ist die Definiti-
on von ko¨rperfesten Markern notwendig. Diese werden u¨ber das Modellierungselement
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Marker erzeugt. Das Feld Name tra¨gt die Bezeichnung des Markers. Es ist darauf zu
achten, dass die gewa¨hlten Markernamen mit denen u¨bereinstimmen, die auch in den
gemessenen Rohdaten vorhanden sind. Weiterhin ist die Angabe eines Bezugsko¨rpers
Body notwendig, der entsprechend mittels Body definiert sein muss. Der relative Lage-
vektor des Markers bezu¨glich des Referenzsystems des Ko¨rpers Body wird in dem Feld
r beru¨cksichtigt. Die Gewichtung einzelner Marker wa¨hrend eines Optimierungslaufs
kann u¨ber das Feld weight gesteuert werden.
Marker(id).Name = ’EindeutigerName’;
Marker(id).Body = ’KoerperName’;
Marker(id).r = C31;
Marker(id).weight = C11;
Listing 1.13: Definition eines ko¨rperfesten Markers
A.1.10 Graphische Darstellung der Modellierungselemente
Jedem Element kann zur graphischen Darstellung unter dem Feld Graphics eineMat-
lab-Funktion angegeben werden. Im Verzeichnis MkdTools\Graphics befinden sich ei-
ne Reihe von Standardroutinen, die zur Darstellung der Elemente dienen. Diese Funk-
tionen werden von der Routine sysplot aufgerufen.
Body(id).Geometry = @GeometryFile;
Body(id).Graphics = @DefaultBody;
Joint(id).Graphics = @DefaultBody;
CoorSys(id).Graphics = @DefaultCoorSys;
Marker(id).Graphics = @DefaultMarker;
MoCapMarker(id).Graphics = @DefaultMoCapMarker;
GenCoor(id).Graphics = @DefaultGenCoor;
Constraint(id).Graphics = @DefaultConstraint;
Force(id).Graphics = @DefaultForce;
Torque(id).Graphics = @DefaultTorque;
Listing 1.14: Graphische Darstellung der Elemente
Das Element Body besitzt zusa¨tzlich ein Feld Geometry, dass aus Effizienzgru¨nden
gesondert behandelt wird. Die Darstellung der Starrko¨rpergeometrie u¨ber das Feature
Geometry ist vorzuziehen. Selbsterkla¨rende Beispiele sind ebenfalls in dem Programm-
verzeichnis MkdTools\Graphics zu finden. Im Gegensatz zu Geometry ko¨nnen u¨ber
das Feld Graphics auch Objekte dargestellt werden, deren Geometrie sich wa¨hrend
der Animation a¨ndert (z.B. Force oder Constraint). Grafische Objekte, die der Um-
gebung ground zugeordnet werden, ko¨nnen mit Hilfe von Geometry definiert werden.
Geometry(id).Name = ’EindeutigerName’;
Geometry(id).Graphics = @GroundPlane; % Darstellung einer Ebene
Listing 1.15: Graphische Darstellung der Elemente
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A.2 Prinzipielle Vorgehensweise
Die Modellierungselemente sowie die globalen Einstellungen des Modells werden in
einer Matlab-Struktur zusammengefasst. Sinnvoll ist z.B. das Erstellen einer sog.
Modellkonfigurationsdatei in Form eines Matlab-Skripts, die alle Elemente des Modells
entha¨lt. Das Ausfu¨hren der Modellkonfigurationsdatei inMatlab und das anschließen-
de Speichern mit Hilfe des Befehls SaveModel erzeugt die erforderlichen Modellstruktur
und legt diese in der Datei Model.mat ab. Die Angabe des Toolbox-Verzeichnisses er-
folgt mit dem Matlab-Befehl addpath. Alle weiteren Pfade setzt der Befehl setpath.
Der prinzipielle Aufbau einer Modellkonfigurationsdatei erfolgt z.B. in der Form:
clear; clc; addpath(’../MkdTools’); setpath;
% Hier folgt die Modelldefinition
Body(1).Name=’Body1’; Body(1).m=1; % ...
Body(2).Name=’Body2’; Body(2).m=1; % ...
Joint(1).Name=’GroundBody1’; Joint(1).Bodies=’ground Body1’; % ...
Joint(2).Name=’Body1Body2’; Joint(2).Bodies=’Body1Body2’; % ...
% etc.
SaveModel; % equivalent mit dem Matlab-Befehl:
save Model.mat Body Joint Gravity GenCoor CoorSys Constraint % etc.
Listing 1.16: Abspeichern des Modells
A.2.1 Pra¨prozessor
Die Aufgabe des Pra¨prozessors ist es, alle notwendigen Schritte durchzufu¨hren, die vor
der numerischen Simulation gemacht werden ko¨nnen. Dabei wird z.B. das Modell auf
Eingabefehler u¨berpru¨ft, die Anzahl der vorhandenen Modellierungselemente ermittelt
und mit einer eindeutigen Identifikationsnummer (id) versehen, die Anfangsbedingun-
gen und allgemeine Optionen fu¨r die grafische Darstellung gesetzt. Der erste Schritt ist
also stets der Aufruf des Pra¨prozessors, wie in folgendem Beispiel dargestellt.
clear; clc; addpath(’../MkdTools’); setpath;
Model=load(’Model.mat’); % Laden des Modells
% Pra¨prozessor:
Model=PreProcess(Model,’verbose’,true,’ConstraintsActive’,true);
sysplot(Model, ’PlotState’, ’draw’); % Grafische Darstellung
Listing 1.17: Laden des Modells und Aufruf des Pra¨prozessors
Zuna¨chst werden die Pfade zur Programmbibliothek gesetzt (addpath) und das Modell
mittels load geladen. Der Aufruf des Pra¨prozessors erfolgt mit PreProcess. Dabei
wird die Modellstruktur Model.mat um weitere Felder erweitert, die sa¨mtliche Modell-
informationen beinhalten.
Durch setzen der Option verbose={true, false} kann die Ausgabe von Warnun-
gen ein- bzw. ausgeschaltet werden. Die Option ConstraintsActive=true schließt
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Schleifenschließbedingungen, wobei diese mit ConstraintsActive=false unberu¨ck-
sichtigt bleiben.
Eine grafische Darstellung des Modells erfolgt mit Hilfe von sysplot. Dabei wird
zuna¨chst das Modell in seiner aktuellen Konfiguration dargestellt. Der optionale Pa-
rameter PlotState = draw bewirkt das Initialisieren einer Matlab-Figure und das
Zeichnen aller im Modell vorhandenen Elemente. Aus Effizienzgru¨nden kann der Zu-
stand der vorhandenen Elemente aktualisiert werden, ohne die grafischen Objekte neu
zu generieren. Dies erfolgt mit sysplot(Model, ’PlotState’, ’move’).
A.2.2 Dynamische Simulation
Eine dynamische Simulation kann mit dem Befehl fdyn gestartet werden. Wie in fol-
gendem Beispiel ko¨nnen dabei in der gewohnten Matlab-Syntax verschiedene Solver-
Optionen gesetzt werden.
% Zeit
t=linspace(C11, C11, C11); % tStart, tEnd, NumPoints
% Anfangsbedingungen
q0=Model.q0; % Lage
qp0=Model.qp0; % Geschwindigkeit
% Solver-Parameter bzw. -Optionen in Form eines Cell-array!!!
options={’OutPutFcn’,’ode print’,’MaxStep’, 0.1}; % Cell-Array!!!
% numerische Integration
[T,Q,Qp]=fdyn(t,q0,qp0,Model,’verbose’,true,’SolverOptions’,options);
Listing 1.18: Dynamische Simulation
Das Ergebnis der numerischen Integration wird dabei in die Variablen T (Zeit), Q
(Gelenkkoordinaten) und Qp (Ableitungen der Gelenkkoordinaten) geschrieben. fdyn
verwendet den um eine Koordinatenprojektion erweitere Version des Matlab-Solvers
ode113, womit die numerische Behandlung von geschlossenen Schleifen ermo¨glicht wird.
Alternativ zu fdyn kann eine numerische Integration auch direkt mit einem beliebi-
gen Matlab-Solver durchgefu¨hrt werden. Handelt es sich jedoch um ein System mit
kinematischen Schleifen (Constraint), ist jedoch zu beachten, dass in diesem Fall kei-
ne Koordinatenprojektion zur Kompensation des Drift-Effekts erfolgt. Beispielsweise
la¨sst sich die numerische Integration mit dem Befehl
[T,Z]=ode113(@ode fun,[tStart tEnd],IC,options,Model);
Listing 1.19: Dynamische Simulation mit einem Matlab-Solver
in der gewohnten Matlab-Syntax starten. Die dazu notwendige Zustandsform z˙ =
f(t,q, q˙) liefert die Funktion
[zp, Model]=ode fun(t, z , Model); % Zustandsform
Listing 1.20: Dynamische Simulation
Dabei beinhaltet die Variable z die generalisierten Koordinaten q und deren zeitlichen
132 ANHANG A. DAS SIMULATIONSWERKZEUG MKDTOOLS
Ableitungen q˙ in der Form z =
[
qT , q˙T
]T
. Man findet nach Aufruf dieser Funktion
in der Modellstruktur Model alle zum Aufbau der Bewegungsgleichungen notwendigen
Matrizen (z.B. die Massenmatrix MMat und die rechte Seite der Dgl. QMat).
Die Berechnung der inversen Dynamik erfolgt anschließend mit Hilfe der Routine
idyn, wobei die Matrizen T, Q und Qp das Ergebnis der numerischen Integration dar-
stellen.
[fz, fa, fs]=idyn(T, Q, Qp, Model, ’verbose’, true);
Listing 1.21: Inverse Dynamik
Dabei werden die Zwangsgro¨ßen der Gelenke in fz, die Antriebe in fa und die Zwangs-
gro¨ßen von Schleifenschließbedingungen in fs abgelegt.
A.2.3 Vorwa¨rtskinematik
Unter der Vorwa¨rtskinematik versteht man die Aufgabe, zu einem Satz von Gelenkkoor-
dinaten die zugeho¨rigen Absolutkoordinaten des mechanischen Systems zu berechnen.
Die Durchfu¨hrung der Vorwa¨rtskinematik erfolgt mit Hilfe der Routine fkin, deren
allgemeine Syntax
Model=fkin(t, q, qp, Model);
Listing 1.22: Vorwa¨rtskinematik
lautet. Sie stellt die Grundlage des Programmsystems dar und wird von allen anderen
Routinen beno¨tigt. Nach Aufruf dieser Funktion, sind in der Modellstruktur Model alle
absoluten Gro¨ßen der Starrko¨rper und alle relativen Gro¨ßen der Gelenke vorhanden.
Im Folgenden soll ein Berechnungsablauf mittels fkin beispielhaft dargestellt wer-
den. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Spaltenmatrix T (diskrete Zeitpunkte)
und die dazugeho¨rigen Matrizen Q (Gelenkkoordinaten) bzw. Qp (Ableitungen der Ge-
lenkkoordinaten) gegeben sind. Zur Berechnung der absoluten Lage des ersten Ko¨rpers,
der absoluten Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit des ersten Ko¨rpers, sowie
des relativen Lagevektors des ersten Gelenks kann beispielsweise folgender Code-Ab-
schnitt verwendet werden.
for i=1:length(T)
Model=fkin(T(i), Q(:,i), Qp(:,i), Model); % Vorwa¨rtskinematik
R(:,i)=Model.Body(1).R; % absolute Lage des ersten Koerpers
Rp(:,i)=Model.Body(1).Rp; % absolute Geschwindigkeit
omega(:,i)=Model.Body(1).omega; % absolute Winkelgeschwindigkeit
Rij(:,i)=Model.Joint(1).Rij % relative Lage Gelenk 1
end
Listing 1.23: Vorwa¨rtskinematik
Damit stehen nun alle kinematischen Gro¨ßen des Systems zur Verfu¨gung. Zu beachten
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ist die Tatsache, dass fkin nur baumstrukturierte Systeme behandelt, womit evtl.
vorhandene Schleifenschließbedingungen unberu¨cksichtigt bleiben. Diese sind mittels
Model=ConstraintFun(t, q, qp, Model);
% Bindungsgleichung Lageebene: Model.C=0
% Bindungsgleichung Geschwindigkeitsebene: Model.Cq*qp=Model.Ct
% Bindungsgleichung Beschleunigungsebene: Model.Cq*qpp=Model.Qd
Listing 1.24: Implizite Bindungen
zu berechnen. Nach Aufruf von ConstraintFun werden die Variablen bzw. die Matri-
zen C, Ct, Cq und Qd in Anlehnung an (1.129), (1.131) und (1.132) aufgebaut. Eine
Projektion der generalisierten Koordinaten q bzw. deren Ableitungen qp im Hinblick
auf konsistente Bindungsgleichungen erfolgt mit
[q, qp, Model] = projektion(t, q, qp, Model);
Listing 1.25: Projektion
Dabei werden q und qp im Sinne von (2.60) bzw. (2.61) vera¨ndert.
A.2.4 Inverse Kinematik
Zur Lo¨sung der inverse Kinematik einer beliebigen Starrko¨rperkette steht die Routine
ikin zur Verfu¨gung. Dazu sind zuna¨chst geeignete Bindungen mittels Constraint zu
definieren. Die Lo¨sung erfolgt mit Hilfe des Befehls
% Berechnungsmethoden: {minimize, solve1, solve2, solve3}
Model=ikin(Model, ’Method’, ’minimize’, ’verbose’, true);
Listing 1.26: Inverse Kinematik
Dabei kann zwischen vier Berechnungsmethoden ausgewa¨hlt werden, die in Abschnitt
3.1 dargestellt sind. Der Parameter verbose steuert wie u¨blich die Ausgabe von War-
nungen und Informationen.
A.2.5 Motion Mapping
Fu¨r die U¨bertragung von experimentell ermittelten Daten auf Starrko¨rpersysteme wur-
de eine Schnittstelle zum Motion-Capture-System Vicon geschaffen. U¨blicherweise lie-
gen die Daten spaltenweise in folgendem Format vor:
Field Time Messung:Marker:X Messung:Marker:Y Messung:Marker:Z ...
Listing 1.27: Vicon Datenformat
Die erste Spalte (Field) beinhaltet die aufgezeichnete Framenummer, die in der Regel
ignoriert wird. In der zweiten Spalte (Time) erfolgt die Zeitangabe, u¨blicherweise in Mil-
lisekunden. Die nachfolgenden Spalten enthalten die Absolutkoordinaten der Marker-
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punkte. In der Spaltenu¨berschrift stehen der Name der Messung, der Name des Markers
und die Koordinatenbezeichnung durch Doppelpunkt getrennt. Dabei werden nur die
Markernamen und die Koordinatenbezeichnung ausgelesen, wobei die entsprechenden
Marker in der Modellkonfigurationsdatei definiert werden mu¨ssen. Fu¨r eine eindeuti-
ge Zuordnung der Marker ist entsprechend zu sorgen. Das Einlesen der Vicon-Daten
erfolgt mit der Matlab-Importfunktion, die anschließend mit save MoCapData.mat
abgespeichert werden. Die Datei MoCapData.mat entha¨lt somit die Felder colheaders
und data, die fu¨r die Weiterverarbeitung mit mPreProcess zwingend notwendig sind.
% Laden der Daten
MoCap=load(’MoCapData.mat’);
% optional: Frame-Auswahl, Umrechnung mm in m
MoCap.data=1/1000*MoCap.data(10:1:200,:);
% Verarbeitung der Daten
Model=mPreProcess(MoCap, Model, ’verbose’, true);
% weitere Optionen:
% Smooth={true, false}, ShowMoCapMarker={all, used, none}
% Anfangsbedingungen
q0=Model.q0;
% Initialisierungsschritt (Frame=1)
[Frames, Q0, Model]=MapMocapData([1], q0, Model, ’Calibration’, true);
% Optimierung jetzt mit Anfangsbed. Q0 (hier: Frame=1:2:50)
[Frames, Q, Model]=MapMocapData([1:2:50], Q0, Model, ’verbose’, true);
% weitere Optionen:
% Bounds={true, false}, Smooth={true, false}
% PlotModel={true, false}, PlotResidual={true, false}
Listing 1.28: Motion-Mapping
mPreProcess u¨berpru¨ft zuna¨chst die Absolutkoordinaten der Markerpunkte auf
Konsistenz und Format, wobei gleichzeitig mit der Option Smooth eine Gla¨ttung er-
folgt. Anschließend wird der Datensatz nach gu¨ltigen Markernamen durchgesucht und
mit denen in der Modelldefinition verglichen. Wird ein Marker sowohl im Datensatz
MoCapData.mat als auch im Modell Model.mat gefunden, so wird ein entsprechendes
Element MoCapMarker erzeugt und mit dem dazugeho¨rigen Marker verknu¨pft. Zur vi-
suellen U¨berpru¨fung der Markerzuordnung dient die Option ShowMoCapMarker. Mit
ShowMoCapMarker=all werden alle in MoCapData.mat verfu¨gbaren Markerpunkte an-
gezeigt. Im Gegensatz dazu werden mit ShowMoCapMarker=used nur die Marker mit
gu¨ltiger Zuordnung dargestellt, d.h. die sowohl im Motion-Capture-Datensatz als auch
in der Modelldefinition vorhanden sind. Mit ShowMoCapMarker=none wird die Darstel-
lung der gefundenen Marker unterdru¨ckt.
Die U¨bertragung der Bewegung erfolgt mit der Routine MapMocapData. In der Re-
gel stimmt die Ausgangsstellung des Modells nicht mit der Messung u¨berein. Um die
Anfangsbedingungen Q0 fu¨r die Optimierung festzulegen, erfolgt als erstes zuna¨chst
ein Initialisierungsschritt, in dem das Modell an das erste Frame der Messung ange-
passt wird. Gleichzeitig erfolgt die Anpassung der relativen Markerpositionen. Diese
werden mit Hilfe des Parameters Calibration=true durchgefu¨hrt. Dabei werden die
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relativen Lagen der Modellmarker so korrigiert, dass ihre absoluten Lagen im ersten
Zeitschritt mit denen der Messung u¨bereinstimmen. Diese Korrektur ist nicht unbe-
dingt erforderlich. Soll wa¨hrend der Initialisierung der Wertebereich InitPoseRange
der Gelenkkoordinaten eingehalten werden, so muss die Option Bounds=true gesetzt
werden.
Der eigentliche Optimierungslauf erfolgt im na¨chsten Schritt. Als Ergebnis der Op-
timierung werden die Matrizen Frames (diskrete Zeitpunkte) und Q (Gelenkkoordi-
naten) erzeugt. Eine Gla¨ttung der Koordinatenverla¨ufe erfolgt durch den Parameter
Smooth=true. Das durch Calibration=true vera¨nderte Modell wird ebenfalls ausge-
geben. Die Option Bounds=true bewirkt hier die Einhaltung des festgelegten Werte-
bereichs GenCoor(id).Range. Eine Animation der Bewegung erfolgt durch die Option
PlotModel=true und PlotResidual=true liefert eine grafische Darstellung der Resi-
duen.
A.2.6 Animation
Zur grafischen Darstellung bzw. Animation der Simulationsergebnisse kann die Routi-
ne animation verwendet werden. Dabei wird vorausgesetzt dass die Ergebnisse einer
Simulation vorliegen, d.h. dass die Variablen T (Zeit), Q (Gelenkkoordinaten) und Qp
(Ableitungen der Gelenkkoordinaten) vorhanden sind. Die allgemeine Syntax lautet
animation(T,Q,Qp,Model,’verbose’,true); % optional: Qp=zeros(size(Q))
% weitere Optionen:
% PictureName=’BildName’ % plottet jedes Frame in eine Datei
% PictureOptions={’-dtiff’,’-r300’} % analog zum Matlab-Befehl: print
% MovieName=’FilmName’ % speichert jedes Frame in eine avi-Datei
% MovieOptions={’fps’,20} % analog zum Matlab-Befehl: avifile
Listing 1.29: Animation
Neben der Option verbose kennt die Routine weitere Parameter. Mit PictureName
wird beispielsweise jedes dargestellte Frame mit Hilfe desMatlab-Befehls print in ei-
ne Datei geschrieben. Dabei ko¨nnen mittels PictureOptions dem Befehl print weitere
Parameter u¨bergeben werden. Diese Angabe erfolgt in Form eines cell-array. Durch
Hinzufu¨gen des Parameters MovieName wird jedes Frame in eine avi-Datei geschrie-
ben. Dabei kommt derMatlab-Befehl avifile zum Einsatz, dem u¨ber MovieOptions
ebenfalls in Form eines cell-array weitere Optionen u¨bergeben werden. Die mo¨glichen
Optionen fu¨r print und avifile sind der Matlab-Dokumentation zu entnehmen.
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